10.3.6  Integrovani substitu €éni metodou |

Predpoklady: 10207, 10303

V minulé hodir jsme sice neodvodili obecny vzorec pro integractsu funkci, ale pesto
se nam povedlo pomoci vzorce na derivovanéisowymyslet integréni metodu per partes,
kterd ndm umozZznila spiiat rekteré jinak néesitelné integraly.

Vzorec pro derivaci podilu ndm z tohoto pohledurmeginese, podivame se na vzorec pro
derivovani sloZzené funkce.

Jak integrovat na zéklad/zorce:[y(z(x))]' =y (2)Z(x)?
Zkusime konkrétniiklad:

(sinxs)' = cosxg[QXS)' = cox’[] 8°

Z predchoziho musi platitj cosx’ M’ dx = sik*+C.

DalSi zdanli¢ paradoxni vysledekippocitani integral. ,Jednodussi integréj cosx® dx

spaitat neumime, ale slo#jsi J'cosx3 [x*dx = sirk®*+C spateme snadno.

Jak je to mozné?

Clen 3x? sice vnitek integralu komplikuje, ale integrovani obrovslenadiuje. Jde pesré o
vyraz, ktery vznikne {d derivovani vnitku sloZzené funkce a ktery gebujeme, abychom
dokazali integral spotat.

Kde je ta substituce z nadpisu?
J‘cosx3 *dx = sik®+C
Vyraz cosx’ integrujeme nainx’ stejré jako bychom si napsa[i codt = inC. Platilo

by tedyt = x°.

Jaky vyznam ma v integralu nezbytilgn 3x* dx ?
Vidime uz z postupufpderivovéni:(sinx3) = cosx® [@x3) = cox’08*

Pokud platit = x*, pak také platiit = (x3)' = 3x°dX.

U chdpeme i ndzev hodiny:

J-cosx3 13 dx=I cosdt = sib+C= sig+C

x* =t = dt = 3x%dx

= vyraz 3x> nam umoznil zrénit integrovanou prognnou a tim z&kého integralu
jcosx3 [Bx* dx ucklat jednoduchyj cagit .

Véta o substituci:
Necht’ funkce F (t) je primitivni funkci k funkci  f (t) v intervalu (a; B) . Nechy funkce

t=g(x) ma derivaci g'(x) v intervalu (a;b). Pro kazdé x(a;b) necht hodnota g(x)



pat¥i do intervalu (a; B) . Pak v intervalu (a;b) je funkce F (g(x)) primitivni funkci
k funkei f (g(x)) ' (), tedy j f(g(x)) ' (x)dx =j f(t)dt=F (t)+C=F(g(x))+C.
Zkusime si jestjeden piklad:

[ xdx=[edt=€¢+C=¢€"+C

t = x* = dt = 2xdx

Pr. 1: Vypocti:

a) Isinxztzxdx b)jxgiZEsz dx C) J‘(x“+3)2 4x3dx

)
J'sinXZDZxdx:J'sirtdt:— co$+C=- cox’+C

t=x% = dt = 2xdx

E 1 2

| b)jX3+2[3x dx

' na prvni pohled &olik moznosti, jak substituci tht:
i t:% = dt=—%3x2dx
' X +2 (x3 +2)

e t=x3+2 = dt =3x°dx

e t=x*= dt =3x%dx

- zvolime prostedni moznost. Pro prvni moznost nenajdeme v integ@ebny vyraz prodt
. treti moznost je ighnar skromna= vzdy se snazime substituovat co nejslogsi vyraz,

' pro ktery najdeme v integralu vyraz pro dt

J-X31+2[3x2dx=.[¥1dtzln|t|+C:In‘x3+4+C

Ct=x+2= dt = 3 dx

9

(43" axox= e =" e

Ct=x'+3= dt =4x3dx

Pedagogicka poznamkaNejwtSi problémy maji studenti s bodem b). Je to vhadisto
k diskusi o tom, jaky vyraz vlastrsubstituovat.

Pedagogicka poznamkaObecnym problémemijpsubstituci je substituovani integrd
proménné dx. Je asi nutné studémh neustale opakovat, Ze n&eme integrovat
sint podledx a Ze padtebnou hodnotwit ziskdme tim, Ze zderivujeme vyraz pro
t.



PFr. 2:  Vypocti:

COSX | 1
a) IZX\/x2+1dx b)jsmx c) Imdx
a)
i 3
| IZX\/XZ+1dx:j\/fdt—jtzdt—t—+C——\/_ +C= (x2+1)3+C
| 2
t=x"+1=dt = 2xdx
)
jc9sxdx:j ,1 cosxdx:j—ldt= Int| +C =In|sinx +C
- J sinx sinx t
- t=sinx= dt = cosxdx
50)
j dt— ———1 C:——1+C
x+3 t X+3

.

t—x+3:> dt =dx

VétSinou vSak nemame substituce dokonaieravené jako v fedchozich fikladech a
musime si je dovyrobit sami:

jsin x* X* dx zda se, ze bychom mohli pouzit substitueix® = dt =3x°dx, bohuzel

v integralu nemame cely vyr&x’dx = musime si ho dovyrobit pomoci trildu=%[3:
J‘sinx3 [X* dx :j sinx® [ B¢ dx =—1] Sirtdt = -~ cop+C =+ caf+C

3 3 3 3
t = x® = dt =3x°dx

PFr. 3:  Vypocti:

NG 1

a dx b) | ———dx c) | xv/1-3x? dx
)‘[Xg—l )I(4X—2)3 )j

- a)

: 2

j 3X dx = 1G3L3X2dxz_lj_ldt:—1|n|t|+C=—1|n‘x3—;q+C

ox-l 3x-1 3t 3 3

Ct=x-1= dt = 3 dx

' b)

E 1 1t_2 1 1

i J-(4X_2)3 .[(4)( 2 .[ 82 8(4X_2)2

t=4x-2= dt = 4dx

. ©)



: 3
EJ-X\/l 3¢ dx = j 6x v 1- 3(2dx———.|'\fdt-———+c_—_13/t_3+(;:

6 3
! 2
- t=1-3x" = dt = -6xdx
-1 a-3e) +c
Pr. 4. Petakova:
strana 164/cveni 88 b) e) e) f)
Shrnuti: Substiténi metodu Mizeme pi integraci pouzit pokud se nam poidaytvorit

v integralu derivaci substituované funkce.



