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10.2.14 Uziti derivace

Predpoklady: 10202, 10209

Pedagogicka pozndmkaHodinu clime na d¥ poloviny — jednu na t&y a normaly,
druhou na L'Hospitalova pravidla.

Uz pii zavadni derivace, jsme si ukazali, Ze hodnota derivabed? je zarové hodnotou
snernice t&ny grafu funkce v tomto bed

= grafu funkce ma v bad[x,; y,| teznu danou rovnici(y-y,) = f'(x,) (x=X%,) (pokud
derivace v tomto badexistuje).

Kromé te¢ny (ktera zachycuje stngrafu v bod) je nutné utovat i rovnice pimky kolmé na
tecnu =normaly v bodé.
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Jeji rovnice bude mit éptvar (y-y,) =k'(x=x,).
V analytické geometrii jsme si ukézali, Ze prossmce dvou navzajem kolmychimek plati:

_—
k= <

Pr. 1: Napis obecny vzorec pro rovnici normaly v bc[d(O; yo]. Predpokladej, Ze funkce
ma v tomto bod derivaci.

Pro sn&rnici normaly plati:k, = e —%
' (%)
' Dosadime do obecného tvarusnicové rovnice imky: (Yy-¥,)=- f,(l )(x— X, )
: X,

PF. 2:  Urgi rovnici tecny grafu funkcey = x* v bodt x, =1.

- Hodnota funkce v badx, =1: y=x*=1°=1

' Derivace funkcey' = (xz)' =2x



- Hodnota derivacey’ =2x = 2[1= 2
- Dosazeni do rovniceday: (y—y,)= f'(x,)(x~X,)

(y-9=2(x-1

' Po tpravachy = 2x-1

Pedagogicka poznamkaPredchozi piklad je dobrym indikatorem toho, jestli maji statle
realnou pedstavu o tom, co vlastrilaji. NejcasgjSi chybou je totiZ rovnice
(y-1)=2x(x-1), ktera vznikne tim, Ze studenti misto hodnoty\dere
v konkrétnim bod dosazuji jeji fun&ni predpis. Coz v tomto konkrétnintipads
znamena, Ze se z rovnicémky stane parabola. Bavime se o tom, Ze dosazeni
funkéniho gedpisu je zjevéinesmysiné, kdyz do rovniceéipky potebujeme
sehnat konkrétniislo a ne fedpis funkce.

Pr. 3:  Ur¢i rovnici te¢ny a normaly grafu funkceg/=1 v boct x, =-1. Nakresli obrazek
X

situace.
| ) 11
' Hodnota funkce v badx, = -1: =—:—1=—1
| X —
' Derivace funkcey’ =(ij = —iz
! X X
i , 1 1
- Hodnota derivacey = -— =-—==-1
' ()

Dosazeni do rovnicedry: (y—y,) = f'(x,)(X~X,)

(y+1)=-1(x+
Po Upravachy =-x-2

' Dosazeni do rovnice normalfy -y,) = -——

(=0

Po Upravachy = x

Rovnice ziskané vymtem odpovidaji imkam, které jsme ziskali graficky



PF. 4: Najdi bod, ve kterém madea grafu funkcey =+/x*+1 smrnici 0,5. Ugi rovnici
‘ normaly v tomto bogl

Zderivujeme funkciy =+ x*+1: y (\/x +1) ——E—lit?_x

2 x? +1

- Tetna m& mit srérnici 0,5 = derivace se rovna 0,%/ =

2X =0,5 /RA/X*+1

=0,5 = teSime rovnici:

2 x2 +1

N

§2x: X*+1
§4x2=x2+1

3¢ =1

x2=l = xzii:iﬁ
| 3 J3 3

Resenim rovnice je pouzéslo g Pokud bychom dosadili do zlomkislo —g, bude

jeho hodnota zaporna.

EFunI«:nl hodnotavboﬁ% y=+/x*+1= f J§ +1—,/— \/7—— = tefnai
normala prochazi bode%\@ 2\/_3}

' Dosazeni do rovniceday: (Y=¥)='(%)(Xx=%)

- 2)ofo 2

- Dosazeni do rovnice normalfy - y,) = -

(y-2B) 1, 3
A R Y- R
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Derivace mohou zra¢ usnadnit vypéty nékterych limit:
L'Hospitalova pravidla:

1
f'(%

)(X_Xo)

lim f'(x
* Necft lim f () :Iirrlg( x) =0 a nechi existuje vlastni nebo nevlastﬁar'véi
lim f (x) lim f (x) lim f'(x)
Potom existuje také-—2—— a platiz=2 =x-1 .
lim g( X) lim g(x) lerrlg’(x)



lim f'(x

 Necht lim|g( )‘ +00 a nechi existuje vlastni nebo nevlastfm Potom
X-a |
lim f (x) lim f (x) lim f'(x
existuje takéx=2—— a platjx=2 =x2 - (Olim f (x) nefedpokladame
i ag(x) lim g(x) lim g (x) x-~a

nic, ani existenci této limity).
Oke pravidla plati také pro limity v bé&dzleva, zprava a limity v nevlastnich bodech.

lim x* -1
PF. 5. Vypocti pomoci L'Hospitalova pravidla—==-———-.
Imlx +X-2
. 2_ . 2_ ! -
. lim x* -1 _ Il[rll(x 1) _lm2x op _2
. 2 _ i
| lerHX +XxX-2 Iirq(x2+x—2) ll[n2X+1 21+1 3

Pedagogicka poznamkaCast studerit piiklad samoejme nespdita a proto si ho musime
spaitat i na tabuli, ale vSichni by ¢t dostat Sanci zkusit pochopit smysl
piedchozi ¥ty sami.

Jak pouzivame L’Hospitalova pravidla?
cokoliv
+oo
Citatel a jmenovatel zlomku a zkusime dosadit zndeato postup rizeme opakovat i
vicekrat.

Pokud pi dosazeni vyjde v lim# neucity vyraz% nebo zderivujeme samostatn

Pr. 6:  Vypocti limity
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b) x—-1_/ _!(4_1 ( ) , =Ixi[n_1 1 =|)i([T112\/X+2 =2w/(—l)+2=2
xt2-1 (Vx+2-1) S S
2\/x+2
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Pr. 7:  Vypocti limity:

a) lim 23N b lim S5 X1 0) lim—1—19%
x-0 X x-0 X « T SINX— COSK
: i 2sin X)’
aylim 28N (2SINS) o 2005803 6oy ¢
' Xx-0 X X-0 (X)' x-0 1
_cogx-1_, (0052 X—]) . 2cox sim_, (2cosxsim) _
e T s S S s A
b) () (2x)
2| (—sinx)kinx+ cox[]cos
=lim [( ) 5 ]:—sinz 0+cos =1
, 1 1
- 1-tgx
|II’T)T .1 tgx :"mﬂ ( g ) ' :"m” CO§X. :”m” CO§X. _
e HSINXT O T (siny—cos)  xh cox— (- sin) «.7 COS+  Si
. C) _ _ _ _
i = |||T7]T § 1 - = 1 = > 1 = \:/L_ :—\/E
x5 0 x( cosc+ sim) coszﬂ(cosg+ siFlij V2 Q+Q 2z
4 4 4 2 2 2 4 2
Pr. 8: Vypocti limity:
3_Hy2 2
a) lim 2X ~2¢ b) lim 129X+ 2 o) lim X
X=X 43X x-=3logx—3 x-e g
L 23 -2x e 1x-4 . 12
ca)lim ———=lim 5 =Ilim =lim —=2
Loxere XOH3X xee FXTHZ xete X Xt 6
1 1
) lim 229X* 2 _ iy xIn10 iy XIN10_jjy 11
- " x-=3logx—=3 x-» 3  xo» 3 x-=3 3
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o) lim X =fim 2 =jim 2

X—o @ x-00 @ X0 @%

=0

PF. 9:  Vypocti limity:
a) lim x[h x
x-0"

. V tomto stavu neriizeme L’Hospitalovo pravidlo pouZzit, v lidineni Zadny podi
 musime podil vyrobit:

, 1
L _ . (Inx . ,
" lim xOh x = lim In—X:hm u:Ilm —X_=lim (-x)=0
Xx—0* x-0 1 x— 0" 1 ! x— 0 _ 1 x— 0
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Pedagogicka poznamkaProtoze studenti tité nestihnou sptitat vSechny fiklady
s limitami, na konci hodiny si ukdZzeme posledtiklad, ktery obsahuje trik, na
ktery naprosté &tSina studerit sama nefijde.

Pr. 10: Petakova:
strana 156/cvieni 26 d) f)
strana 157/cveni 27 b) f)
strana 157/cveni 31
strana 161/cvieni 62 b) e) g) h)

Shrnuti:  Pouziti derivace &da z vypatu nékterych limit mechanickou zalezitost.



