10.2.11 Prubéh funkce Il (hledani extrém )

Predpoklady: 10210

Pedagogicka poznamkaPosledni fiklad v EZné vywiovaci hodig nestihame. Rychlost
postupu je mozné zutix ovlivnit tim, kolik ¢asu date studeinh na vyzkumné
piiklady, nebo jestli je jakofiklady Uplreé preskaite a rovnou jim ukazet@Seni.
NejvétSim problém v této hodémeni v Zzadnémifpact derivovani, aléeSeni
rovnic a nerovnic (uZ je toffs davno, kdy jsme je probirali).

Extrém = vyjim&na hodnota
* maximum = nej¥tSi hodnota nadaké mnoZzig
* minimum = nejmensi hodnota ngaké mnozig

Pr. 1: Najdi na obrazku vSechny extrémy nakreslené funkce
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. Na obrazku je &kolik extrémi: minima jsou znéenacervenym kizkem, maxima fialovym.
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- Nejasna je situace me<—4;—3>. Je tam nekor@é mnoho hodnot, které jsou stéjnelké a

| V&3 nez hodnoty okolo.

Nezbyva nez si definici ujasnit, co je vlasaxtrém:

Funkcef ma v bod x, lokalni maximum, existuje-li takové okolU, (x,) bodu x,, Ze pro
vdechnaxz U, (x,) n D(f) plati f (x)< f(x,).
Funkcef ma v bod x, lokaini minimum, existuje-li takové okolU; (x,) bodu x,, Ze pro
vdechnaxz U, (%) n D(f) plati f(x)= f(x,).

= funkce z obrazku ma maximum ve vSech bodech iatm(v—4;—3>

Existuje typ extrém, do kterého body vyziané Kizky s otaznikem nepét

Maxima v bod X,, pro ktera nastava rovno$t(x) = f (x,) pouze prox=x, se nazyvaji
ostrd maxima
Minima v bod x,, pro ktera nastava rovno$t(x) = f (x,) pouze prox = x, se nazyvaji
ostra minima.

VSechna minima (i maxima) na obrazku nejsou &tejmimalni:
* hodnoty rkterych jsou mensi nez hodnoty funkce v jejich okel lokalni minima
e hodnota minima v badx = -5 je nejmensi hodnotou funkce v zobrazeném intervalu
= globalni minimum (je samogejme také lokalni)

Jak extrémy najdeme, kdyZ nevidime graf funkce?
» pokud ma mit funkce v b&dx, extrém, nerize v tomto bod ani rist (pak by
hodnoty napravo byly&tSi a nalevo mensi) ani klesat (pak by hodnotywpizyly
men3i a nalevo&si) = derivace musi byt nulové’'(x,) =0



» kdyZ si gedstavime t#ny grafu funkce v jednotlivych bodech, vidime, &ty
v extrémech jsou vzdy vodorovné derivace musi byt nulovd’(x,) =0

PF. 2. Prozkoumej extrémy funkey = x*, y=x%, y= |x| a rozhodni, jak souvisi nulova
hodnota derivace s existenci extrému.

Funkcey = x> nema extrém
y =3x?, derivace je nulova v b&dx, =0
=

funkce mizem mit body s nulovou derivac
ve kterych neni extrém

Funkcey =x* mav bod x, =0 minimum
y' = 2x, derivace je nulova v bédx, =0

=
pokud funkce extrém ma je ¥m nulova
derivace
ol Funkcey =[x ma minimum v bo# x, =0

T derivace v bodl x, =0 neexistuje

4 2 | 2 4 x =
funkce nizem mit extrém v bodech, ve

kterych neexistuje derivace

pokud derivace v badx, existuje a v botlje extrém, musi byt derivace nulova . Obré&cen
' neplati, z nulové hodnoty derivace nevyplyva existeextrému

NaSe objevy shrnujedta:




Ma-li funkce f v bodé x, lokalni extrém a existuje-li v tomto bod derivace f’(xo), pak
plati f'(x,)=0.

Bodly, pro které platif'(x,) =0 se nazyvajstacionarni body. Extrém v nich byt rize, ale
nemusi.

Co musime pdat k podmince nulové hodnoty derivace, abychatt jistotu, Ze je v bod
extrém? Proneni v bod x, =0 u funkcey = x* extrém?

Funkce po celou dobu roste. V oy, =0 jen na chvilku ,zastavi“, derivace na obou

stranach rovnosti je kladna.
= Pokud ma v bo#l x, existovat extrém musi v tomto kogrvni derivace zgnit

znaménko.

Pi. 3:  Nakresli obrazky funkci, které maji v bbat, nulovou derivaci a maji (nemaji)

v tomto bod extrém. O¥t platnost pedchozi Uvahy a rozhodni zda je mozné ze
znameének derivace vigt, Ze zdafgde o maximum nebo minimum.
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V bodé x, méa funkcemaximum V bodé x, méa funkceminimum
derivace v bodl x, zmenila znameénko z + naderivace v bod x, zmeénila znaménko z — na
- (funkce se z rostouci zmila na klesajici) + (funkce se z klesajici zZmila na rostouci)
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V bod x, funkcenema extrém V bod x, funkcenema extrém
derivace v bodl x, neznénila znaménko je derivace v bod x, neznénila znaménko je
stale kladna (funkce je stale rostouci) stéle zaporna (funkce je stale klesajici)

S
X

Nas odhad byl spravny:

Nectr f'(x,)=0. Jestlize existuje takové okali, (X, ), Ze v intervaleci{x, - J;%,) a
(%% +0) ma f'(x) rizna znaménka, ma funkte bodt x, ostry lokalni extrém. Khi-I
se znamenko derivace z plus na minus, ma funkaek k, lokalni maximum, réni-li se
znaménko derivace z minus na plus, ma funkce ¥ bgdokalni minimum.

PF. 4. Najdi lokalni extrémy funkcey = x* + 2x + 3.

- Zderivujeme funkcizy' = (x2 +2X+ 3)' = X+ 2

- Hledame stacionarni body! =2x+2=0 = x=-1

" = vbod x=-1 miZze mit funkcey = x* + 2x+ 3 extrém

- méni se v bod x=-1 znaménko derivace?

' X<-1= y=2x+2<0 Xx>-1 = y=2x+2>0

- = funkce y = x*+2x+3 se v bod x=-1 meéni z klesajici na rostouet> ma v bod
- x=-1 lokalni ostré minimum

. vysledek si ogtime grafem
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Pr. 5:  Najdi lokalni extrémy funkcey = 3x* — 4x°.

Zderivujeme funkci:y' =(3X4 —4x3)' = 3% - 40%%= 1%°- 18°2
Hledame stacionarni body’ =12x° - 12 = 1&*(x~ }= (

= dva stacionarni body, =0, x, =1 = zkoumame znaménko derivace:
nerovnice:12x*(x-1) > 0
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' vbodk x =0 se znamenko derivace némi = neni tam extrem

v bods X, =1 se znaménko derivacesn = je tam extrém (minimum)
. Opét zkontrolujeme vysledek pohledem na graf:




Reseni nerovnic kili odhalovani extrérin neni ilis pohodIiné.
Napad: Extrémy se nachazeji ve stacionarnich bodedkterych se #ni znaménko prvni
derivace= meéni se tam hodnota prvni derivace, aleéamhodnoty prvni derivace popisuje

druha derivace=> mozna bychom mohli rozhodnout o existenci extrémomoci druhé
derivace

PF. 6: Nakresli vedle sebe obrazky funkgi= x* a y = -x*. Do kazdého obrazku dokresli

graf jejich prvni derivace, spb jejich druhé derivace a rozhodni, zda maji extyé
Zhodna’ situaci.




Funkce méa v batl x, =0 ostré minimum, jeji Funkce ma v batl x, =0 ostré maximum, jeji
derivace v bo#l x, =0 méni znaménko  derivace v bod x, =0 meéni znaménko z plus

z minus na plus, eéemz vypovida i kladna na minus, gemz vypovida i zaporni hodnota
hodnota druhé derivace druhé derivace

Necht f'(x)=0 a necli existuje v bod x, druha derivace.
o Je-li f"(%,) <0, ma funkcef v bodk x, ostré maximum
* je-li £"(x,)>0, ma funkce v bodk x, ostré minimum

o je-li f"(xo) =0, nelze o existenci lokalniho extrému rozhodnout

Pr. 7. Pouzij pravidlo pro ufovani extrému pomoci druhé derivacefiklpdi 4 a 5.

- Zderivujeme funkcizy' = (x2 +2X+ 3)' = 2X+ 2
' Hledame stacionarni body’ = 2x+2=0 = x=-1
- = vbod x=-1 mize mit funkcey = x* + 2x + 3 extrém

druha derivacey” = (2x+ 2)' =2
- hodnota druhé derivace je v liod = -1 kladna= ma v bod x=-1 lokaIni ostré minimum

Zderivujeme funkcizy' = (3x4 —4x3)' = 3% - 40%%*= 1x°- 18°2
Hledame stacionarni body’ =12x° - 12 = 1&*(x~ }= (
= dva stacionarni body, =0, x, =1

druha derivacey” = (12x3 —12><2)' = 36— 24

'+ hodnota druhé derivacex =0: y" =36x* - 24x= 3616 - 241G | = tady nam
; druh& derivace nepomohla,épychom se museli vratitieSeni nerovnice
"+ hodnota druhé derivacex, =1: y" =36x*— 24x= 3611 - 241+ 1 = funkce ma

v bod X, =1 lokalni ostré minimum

PF. 8: Najdi lokalni extrém funkcey = x* - 3x.

- Zderivujeme funkcity' = (x3 —3x)' =3x*-3
' Hledame stacionarni body! = 3x* — 3= 3(x2— ]) =3dx-I(x+ 1=«
- = dva stacionarni body, = -1, x, =1

' druha derivacey’ = (3x2 - 3)' = 6x

« hodnota druhé derivacex =-1: y" =6x=6(-1 =-6 = funkce ma v bo
' x = -1 lokalni ostré maximum



-+ hodnota druhé derivacex; =1: y" =6x=6[1= 6 = funkce ma v bo#l x, =1

V)'I/sledek zkontrolujeme pohledem na graf:
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PF.9:  Najdi globalni extrémy funkcy = 2x° - 3x* =12+ € v intervalu(-3;3).

' Postupujeme stejrjako v gredchozich fikladech. Kromd nalezenych extréinmusime
- spaitat i hodnoty v krajnich bodech:

Cf(3)=2¢-3-1x+ 8 4-¥- §- ¥- 1p- B 8- ¢
f(8)=2¢ -3¢ -1+ 8= 18- B3~ 103 8-
Zderivujeme funkci:y’ :(2x3—3x2—12x+ E) = &*- &- 1.
Hledame stacionarni body’ = 6x* — 6x—12= G(xz—x— 3: gx— 2(x+ 1=
- = dva stacionarni body, = -1, x, =2
druha derivacey” :(6x2 —6x—12)' =1X- ¢
'+ hodnota druhé derivacex = -1: y' =12x- 6= 14~ }— 6= - 1¢ = funkce ma
. vbod x =-1 lokalni ostré maximum
. hodnota: f (-1)=2¢-3*-1x+ 8 4- Y- - ¥- 1~ )+ 8 1
» hodnota druhé derivacex, =2: y" =12x- 6= 1212- 6= 1{ = funkce ma v bod#
' X, =2 lokalni ostré minimum
hodnota: f (2) = 2¢ -3’ - 1x+ 8= 212- B2- 122 8- 1




. po porovnani hodnot vidime, Ze funkge= 2x* - 3x* — 12x+ € ma v intervalu-3;3):
-« globalni maximum v baglx, = -1 s hodnotou 15
-+ globalni minimum v bod x, =-3 s hodnotou -37

- Vysledek zkontrolujeme pohledem na glraf:
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Pi. 10: Petakova:
strana 158/cveeni 44 f,, f,

strana 158/c¢eni 45 g,, g,
strana 158/cvieni 46 h
strana 158/cveni 47

Shrnuti:

10



