10.2.10 Prubéh funkce | (monoténnost)

Predpoklady: 10202, 10209

Pedagogickd poznamkaTato hodina je zrim¢ obsahla, tak je nutné uyprenechat posledni
piiklad na pisti hodinu, nebo se€iiS nezdrzovat Uvodriasti.

V této a rkolika nasledujicich hodinach se budeme zabyudigpem funkce a tim, co vSe se
o rtm da pomoci derivaci zjistit. Naddek se seznamime seitha Wtami, jejichz
dulezitost pozname pouzasteng.

Rolleova Wta:
M¢jme funkcif, kterd ma tyto vlastnosti:

a) je spojita v uzaeném intervalya; b)

b) v kazdém bogloteweného intervalya;b) méa derivaci

c) f(a)="f(b)

Potom existuje v otéeném intervalya;b) aspdi jeden bodt, pro ktery platif’(c)=0.

Pr. 1: Nakresli obrazek libovolné funkce, kteramge pedpoklady Rolleovy &ty. Do
obrazku vyznéabodc.
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- Funkce méa mit v badc nulovou derivaci= teina v tomto bod musi byt rovnoZzna s osou
. X, funkce nesmi v badani rist ani klesat

Pedagogicka poznamkaMiuZete nechat studenty, aby zkusili nakreslit funkt@ra sphuje
podminky ¥ty a nema nikde nulovou derivaci.

Pr. 2: Owf platnost Rolleovy &ty pro funkce:
a) y=x*-2x, x0(-1,3)

b) y=|x, xO(-11)

-a) y=x*-2x, x0(-13)

- spojitost — ano, jde o polynomickou funkci

existence derivace(:x2 —2)' = 2x- 2 = existuje pro kazd&O(-1;3)

Cf(-)=(-1f-2(-)=: f(3)=F-2B=2= f(a)=1(b)
- = predpoklady plati= musi existovat bod s nulovou derivaci:



Y =2x-2=0 = x=1
' y

Jde o graf funkcey = x* - 2x+1-1=(x- 1 - 1

b) y=[{, x0{-1:1

- spojitost — ano

- existence derivace: funkcye=|x| ma Sptku = pro x=0 derivace neexistuje
t(-)=l=1 f()=[1=1= f(a)=1(b)

. = predpoklady neplati> nemusi existovat bod s nulovou derivaci:

- Z obrazku je 'ejme, Ze neexistuje

Pedagogicka poznamkaPredchozi piklad je dobrym mistem na @dhzreni toho, derivace
neexistuje tam, kde méa funkce ,ostré hrany*.

Lagrangeova \ta o stredni hodnog:
M¢&jme funkcif, ktera ma tyto vlastnosti:

a) je spojita v uzaeném intervaly a; b)
b) v kazdém botloteweného intervaly a;b) ma derivaci
Potom existuje v oté¢@ném intervaIL(a; b) aspa jeden bod, pro ktery plati
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‘ PF. 3: Jaky je vztah mezi Rolleovou a Lagrangeovéiou?

' Rolleova ¥ta obsahuje viedpokladech podminku navic. Pokud by hodnoty funkioedech
' a, b byly stejné, platilo byf (b) - f (a) =0 a pro hodnotu derivace bychom dostali
ey f(B)-f(a)_ 0

: f ( ) - _ T

| b-a b-a
. Rolleovu= Rolleova ¥ta je specialniippad &ty Lagrangeovy

=0 = pro f (b) = f (a) ptechazi Lagrangeovata ve ¥tu

H Pr. 4: Nakresli obrazek libovolné funkce, kteramge pedpoklady Rolleovy &ty. Do
obrazku vyzn&bodc.
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Tegna grafu funkce ma v bédt stejny snir jako pimka dana bodya; f (a) | a[b; f (b) ].

Kromé geometrické interpretace ¥eaglchoziho fikladu miZzeme Lagrangeovuitu
interpretovat i fyzikald (na mnohatznych gipadech). Naifklad u pohybu mizeme
postupovat takto:

y=s(t) - zavislost drahy nsase=> mistoa, b pisemet,, t,, misto f (b), f (a) piseme

s(t,). s(t) = - (bg:; (2) S(ti::(tl) .

jsme utili pramérnou rychlost.

=V = pomoci hodnot v krajnich bodech

okamzita rychlost:f'(c) = j—ts(c) = %f =V

= v rekterém z okamZik se okamzita rychlost rovnatpnérné rychlosti.

Ve skut€nosti je Lagrangeovasta uzit&néjSi nez se nam dezda.

Pr.5: (BONUS) Dokaz sporem pomoci Lagrangeo¥tywétu: Plati-li f'(x) =0 pro
kazdéxO(a;b), potom jef konstantni funkce.

Predpokladame, Ze plaffi’(x) =0 a zarové funkce f (x) neni konstantni. Pokud funkce
neni konstantni musi v interva(la; b) existovatiisla x;, X, jejichz hodnoty nejsou stejné
- f(x)# f(x,). Z tichto bod: sestavime kraje nového intervaha; x,) , ve kterém podle

f - f
(x) = (%)= (%)

Lagrangeovy #ty existuje bodx pro ktery plati f'
: X=X

#0. CozZ uzZ je rozpor

s predpokladem.



Monotonnost funkce a derivace
monotdnnost = zda je funkce rostouci nebo klesajltsto zadani: ,Ufi, kdy je funkce
rostouci nebo klesajici“, budernesit giklady ,Uréi monotonnost funkce”.

H PF. 6: Zformuluj vztah mezi monoténnosti funkce v intetvgh; b) a hodnotami jeji
‘ derivace v tomto intervalu.

' Na grafech jsme si to jiz ukazovali mnohokrat:
Ma-li funkcef v kazdém bodlintervalu(a;b) kladnou derivaci, je v tomto

intervalu rostouci.
Ma-li funkcef v kazdém bodlintervalu (a;b) zapornou derivaci, je v tomto

intervalu klesajici.
Pedagogicka poznamkaCast studerit si to ukité bude pamatovat, té druhé napisu na tabuli

vztah pro derivaci funkce v b&@ ukazeme si, jak musi funkce vypadat, aby ze
vztahu vypadlo kladné nebo zapottiglo. Blize v hodin10202.

P¥. 7: Dokumentuj vztah mezi monoténnosti funkce a hodnojeji derivace na funkcich:

a) y=x b) y=x c)y=§

|

Pro kazdou funkci jsou v jednom obrazku nakreskbrey grafy:
- » mode graf funkce

~ 1= cervert graf jeji derivace

a)y=x

Funkcey = X* je rostouci v intervaly0;c)

V intervalu <O;oo) jsou hodnoty derivace (funkce

y =2x) kladné

Funkcey = x* je klesajici v intervaIL(—oo;0>
V intervalu (~e0;0) jsou hodnoty derivace (funkce
y = 2X) zaporné




Funkcey = x* je rostouci v R
Hodnoty derivace (funkce = 3x*) jsou kladné

Funkcey -1 je klesajici v intervaleci—«;0) a
X
(0;00).
Hodnoty derivace (funkceg = —iz) jsou v obou
X

téchto intervalech zaporne.

Pr. 8: Ur¢i intervaly monoténnosti funkci:
a) y=2x"+4x-3 b) y=x*-3x

a) y=2x%+4x-3

y =4x+ 4, feSime nerovnicdx+4>0

- x>-1 = pro xO(-L) derivace funkcey = 4x+ 4 je kladna a funkcey = 2x* + 4x— 3 je
rostouci, kontrolou jei¢ba graf



W

b) y=x>-3x
-y =3x*-3, reSime nerovnicBx*-3> 0 /:3 x*=1>0
' nulové body:x* -1=(x-1)(x+1) = 0= x =1, x, =-1, pied X* je + = grafem je &olik"

-1 1

- XO(-00;-1) 0 (L) 3x*-3=y >0 = funkce y=x*-3x je rostouci
xO(-11) 3x*-3=y < 0 = funkce y = X* -3x je klesajici
- Opét mazeme vysledek zkonrolovat pomoci grafu



W

/
l
|

Pr. 9: Petakova:
strana 157/céeni 38 f,, f;
strana 158/c¢eni 39 g,, 9,, 95, Oy
Shrnuti: Podle znaménka derivace pozname, zda je funkceucistebo klesajici.



