10.2.3 Derivace elementarnich funkci |

Predpoklady: 10202

Shrnuti z minulé hodiny:
Chceme znat jakym agobem se #ni hodnoty funkcey = f (x)v bodt x, .
_ 0o +x)-f(x)

AX
piesnost vyp&tu se bude atSovat, kdyz sé\x bude zmenSovat> nekonéng piesny

f (% +0%) = f (%)
AX

priblizna hodnota zrény By

vysledek:lixmO = derivace funkcef v bodé x,.

Definice:
Je dana funkcef definovana v jistéem okoli bodux, . Existuje-li viastni limita

im 06780~ (%)
&x-0 JAVS
t'(%)-

nazyvame ji derivaci funkcef v bodé x, a znaime ji symbolem

Razné druhy zépisu:
f (% +8%) - f (%)

. f’(xo)—yxrp o - nas zakladni zapis
, f(x)=f (%) 5 .

o f =lim —————=~ t latiAx = x —
(%) fim oy (protoZe platidx = x - x,)

o f'(x)= I|m (protoze platiy = f (%, +2x) = (X,))

AX -0

Poznamka: Casto se také pouziva zapis(x,) = limo% = gy kde dy a dx oznauji
x~0AX  dx

nekongné malé zngny promeénnychy ax.

Pr. 1:  Urci derivaci funkcey = x* v bodk X, .

' Dosadime do vzorce:

2_ 2 2 2 _ 2
R e
2
f'(XO)zleow:Exmozxo-kszzxo

U predchozi pikladu jsme péitali derivaci v obecném beédx,, nedosazovali jsme konkrétni
Cisla. Ziskali jsme tak obecny vztah, do kteréhideme zax, dosazovat konkrétrisla,
kterd nas zajimaji.



PF. 2:  Ur¢i podle gredchoziho vztahu derivace funkge= x> v bodech-2;0,1, 3. Porovne;
vysledky s grafem funkce = x*.

' Stai dosazovat do vztahti'(x, ) = 2x,:

%, =-2: f'(-2)=2(-2)=-4 = funkce y = X* v boct —2 klesa

% =0: f'(0)=2(0)= 0 = funkce y=x’ v boct 0 neklesa ani neroste
X, =1: f'(1)=2(1) = 2 = funkce y=x* v boct 1 roste

% =3 1'(3)=2(3 = 6 = funkce y=x* v bodt 3 roste vice nez v bed
- Spaitené Udaje ddie souhlasi s grafem:

Na vyraz 2x,, do kterého jsme dosazovati pypoctech derivaci v batlse nmizeme divat
jako na pedpis funkce, jejiz hodnoty udavaji hodnotu dervadod. Takovou funkci
znasime y' nebo f'(x) a mluvime o ni jako o derivaci funkge

Funkcey = f'(x) maze mit ot derivaci. Této funkci pakikamedruha derivace funkce

y=f(x) azn&imeji y'=f"(x).

PF. 3:  Nadrtni graf funkcey = x* a odhadni velikost jeji derivace v biod. Poté vypti
tuto derivaci pomoci vzorce.

Kolem nuly je graf funkce vodorovngs melo by platit f'(0) = 0.



§ Dosadime do vzorce:
' (0+4x)* - NG

t'(x) = lim U6+ &)= 1)y, =lim == =lim Ax* =0
! Ax-0 AX DX-0 AX AX-0 AX  Ax-0

Pr. 4. Nacrtni graf funkcey = Ix (s definenim oborenR) a odhadni velikost jeji derivace
v boct 0. Poté vypéti tuto derivaci pomoci vzorce.
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' Kolem nuly je graf funkce svisly> melo by platit f'(0) = +eo (v okoli nuly je funkce

- rostouct a tedy s kladnou derivaci).
' Dosadime do vzorce:

i — 3 _3 3
()= tim e 00) e JO+AYO L I 1
5 AX—0 AX AX-0 AX M0 AX  &x-03[py2

Predchozi derivace jeffxladem nevlastni derivace funkce v bod

Stejre jako u spojitosti mZzeme definovat jednostranné derivace funkce ¥bod
Necht’ funkcef je definovana v jistém levem, resp. pravém okolidmu X, .

. Existujedi lim 0889~ (%)
fx-00 AX

. Existujedi fim U= (%)
bx-0" Ax

nazyvame ji derivaci funkcef v bod€ x, zleva.

nazyvame ji derivaci funkcef v bod€ x,

zprava.

Podob# jako u spojitosti definujeme derivace v intervalu:
Funkcef ma v intervalu (a;b) derivaci, jestlize ma derivaci v kazdém bo# xO(a;b).

Funkcef ma v intervalu (a;b) derivaci, jestlize ma derivaci v kazdém bod xO(a;b) a
v bodé a ma derivaci zprava a v bo@ b ma derivaci zleva.

Existence derivace souvisi se spojitosti funkce:
Ma-li funkce f v bodé x, derivaci, je v tomto bod spojita.



H PF. 5. Na obrazku grafu funkcg =|X demonstruj, Ze neplatéta: ,Je-li funkcef v bodk
X, Spojita, ma v tomto badderivaci® (obracena k&g predchazejici).

Neplatnost vty vyplyva ze situace v okoli bodu 0. V kod je funkce spojita, ale nema
. derivace, protoZe sklon z obou stranijeny a jednostranné derivace se&pbrovnaji.

Ted’ zatneme hledat vzorce pro derivace jednotlivych funkci

Pedagogicka poznamkaNejwtSi problém ve vSech nasledujicidiikiadech nedla
studentim dosazeni do limity pro derivaci nebo jeji vipy ale dosazeni do

predpisu funkce a vyget vyrazi f (x,+Ax) a f(x,).

Pr. 6: Nakresli graf libovolné konstantni funkge=c. Podle grafu odhadni funkci, ktera je
jeji derivaci. Uti tuto funkci pomoci vzorce pro vypet derivace v bagd
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Hodnoty funkce se neini = derivace by la byt nulova (funkcey =0)
- f(x+Ax)=c
(%) =c




Pr. 7. Nakresli graf gkolika riznych linearnich funkci = ax+b. Podle grafu odhadni

jaké vlastnosti musi mit funkce, ktera je jeji dadi. Ui tuto funkci pomoci vzorce
pro vypaet derivace v bad

' Hodnoty funkce se #mi, zména zavisi na parametauréuje sklon pimky)= derivace by
- megla zaviset na a nendla by zaviset na (sklon gimky je vSude stejny)

f(6)=ax+b
f (o +ax)=a(x+Ax)+b
' f (% +Ax)—f(xo):Iirn a(x, +Ax)+b-(ax,+b) alx

=lim —=a
Ax-0 AX Ax-0 AX ax-0 AX

PF. 8: Nakresli graf kvadratické funkcg = x*. Podle grafu odhadni jaké vlastnosti musi

mit funkce, ktera je jeji derivaci.. &ituto funkci pomoci vzorce pro vypet
derivace v bod

Pro zaporn hodnoty funkce klesaji=t> zaporné hodnoty derivace)
- Pro kladna hodnoty funkce rostou% kladné hodnoty derivace)
= derivace se #ni a n€la by byt zavisla na bedx,

f (% +0x) = (X, +Ax)" = X2 + 22X Ax+ AX

2

H(x)=%



f (% +Ax) = f (%) (%o +0x)" = %2

Floo)=lm———— “Im>——— ~Im,
2
)= m 2 = g 2+ =2

= derivaci funkcey = x* je funkcey = 2x

Pi. 9: Petakova:
strana 155/c¢eni 17 f,, fg, f,
strana 155/c¢eni 17 g,, f,

X2+ 2x Ax + (Ax)” - x

2
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Shrnuti:



