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Predpoklady: 10106

Definice limit |

Pedagogicka poznamkaNa Uvod jeiteba upozornit, Ze tato hodina je ze strany student
shad nejvice sabotovanou latkou za celé studiuaiépeakci 4B2009). Jejich
ochota brat naddomi smysl ¥t, které si pisi, je miziva aileSeni piklada je
nutné je viceménnutit. VSichni maji pingeci o ,strasr t¢zke, nepochopitelné

latce” a tom, Ze ,jsou moc hloupi &bec nevi“. Pesto mé zkuSenosti ukazuji, Zze

pocet student, ktefi nedokazou definice samostasestavovat je mizivy. Jenom

se jim nechce.

Z predchoziho jeizjmé, Ze pokud jim budete definice diktovat, zbgteplytvate
¢asem, protoze krotrmatematickych olympionikvas nikdo neposlouché (Ize
snadno o¥fit nagiklad umyslinou chybou). To uz je lepSi rozdat stiit®

definice vytiSéné na paje.

Nakresli vedle sebéitobrazky funkci:

a) funkce spoijita v bada
c) funkce je v bo&la nespojita, bez limity v bada

U funkci, které maji limitu, vyzralimitu na osey. Jaky je rozdil mezi poZadavky na
existenci limity a poZzadavky na spojitosti funkce?

b) funkce nespojita v béd, s limitou v bod a
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hodnota f (a) maze byt

jakékoliv a limita se nezémi

funkce sngiuje v bod a
z obou stran k jiné hodnbt
= nema limitu

- Spojitost klade na funkci&tsi poZadavky, funkce se musi bliZitiklu, které je jeji funéni
' hodnotou. Limita wbec nezavisi na hodriciunkce v zkoumaném beéd

= definice spojitosti v bad

Funkcef je spojita v bod a, jestlize k libovol zvolenémue -okoli bodu f (a),

existuje takovéd -okoli bodua, Ze pro vSechnaz tohoto okoli boda pati
hodnoty f (x) do zvoleného okoli bodi (a).

Vyjadieni pomoci nerovnic s absolutni hodnotou:
Funkcef je spojita v bod a, jestlize ke kazdémua >0 existujed >0 tak, Ze pro

vSechna redlnéplati: je-li [x-a| <4, pak|f (x)-f (a)|<e.




Pr. 2: Prostuduj ob verze definice spojitosti v bédCo budeme muset na definicich
zmenit, aby se z nich staly definice limity?

' musime zranit:
- nezalezi na situaci v béd = mezix, které budeme vybirat z okoli bodwesmi byt
' samotny bo&d = pouzijeme pouze redukované okoli b@d{uinebo podminkw # a)

' nemusi existovat hodnoth(a) = okoli na oseg/, do kterého seipzobrazovani musime

:
\

' trefit, vybudujeme kolem limity.

Pr. 3: Sestav podle obou@dchozich definic pro spojitost odpovidajici defanlimity
funkce.

. = definice limity v bod:

Funkcef ma v bod a limitu L , jestlize k libovol& zvolenémue -okoli bodulL,
existuje takové -okoli bodua, Ze pro vSechnaz tohoto okoli boda, x# a

pati hodnoty f (x) do zvolenéhce -okoli bodulL.

Vyjadieni pomoci nerovnic s absolutni hodnotou:
Funkcef m& v bod a limitu L, jestlize ke kazdémug >0 existujed >0 tak, Ze

pro viechna realnéplati: je-li 0<|x-a|<J, pak|f (x)-L|<e.

Pr. 4. (BONUS) Zapis$ definici limity pomoci zkraceného mpmatematickou
symbolikou.

Iximf(x):L - 0e>0 >0 DxDR:(O<|x—a|<5:>‘f(x)—L‘<£)

Pro limity funkce v bod plati nasledujici dvvéty:
* Funkce ma v bod a nejvyse jednu limitu.
«  Funkcef je spojita v bodk a, pravé kdyz lim f (x) = f (a).

Oke véty jsou z naSich obrazkuegmé, ale pesto vyZzaduji exaktni matematickgiahz.

Pr.5: (BONUS) Dokaz sporemétu, Ze funkce ma v béda nejvyse jednu limitu.

. Spor= predpokladame opak = funkce ma v beddwe limity L, # L,.

Polomer okoli na ose volime libovolrt = ¢ =%|L1 - L2| = 2¢ :||-1‘ |—z|

' Z definice vyplyva (pro okoli na osg:

'+ existujed, >0 takové, Ze je-l0<|x-a|<J, pak|f (x)-L|<e

+ existujed, >0 takové, ze je-l0<|x-a|<d,, pak|f (x)-L,|<e

- Zvolimex uvnitt mensiho z obou okoli bodu = 0<|x-a|<min(4,,d,) = tytox by se
. mély vejit do okoli obou limit



IL—Ly|=[L~f (x)+ f(x)-L,
] \__W——J

=L f()]+[F(x)-L,]=

=L ()| F (X)L =ere=2e
= |L,-L,|=2¢ coZ je spor s{vodnim redpokladen2s =|L, —L,|

Pr.6: (BONUS) Dokaz pimych dikazem ¥tu o souvislosti spojitosti a limity.

- Véta ma tvar ekvivalence = q = musime ji dokazat @ma sngry:

- p=q: Je-li funkcef je spojita v boda, pak lim f (x) = f (a).

vychazime ze spojitosti a mame dokéazat limitu

- mame spojitoste >0 05> 0 OxOR :(|x—a| <d=|f(x)-f(a) < 5)

' chceme limitu:0e >0 05> 0 OxOR :(0<|x—a|<5:>‘f (x)—L‘<£)

stai zapsatL = f (x) a pgidat omezujici podmink0@<|x—a| a prvnitadka se zimi

v druhou=> je-li splréna prvnitddka je spléna i druhéa= p= q plati

L q= p: Je-li lim f (x)=f (a), pak je funkcd je spojita v boda.

vychazime z limity a mame dokazat spojitost

' mame limitu:0e >0 05> 0 OxOR :(0<|x—aj<5:>‘f (x)—L‘<£)

chceme spojitostde >0 06> 0 OxOR :(|x—al <d=|f(x)-f(a) <£)

= vime lim f (x)=L = f (a) dopiseme ji do definice ve vychoztédku

Oe>0 06>0 DxDR:(O<|x—a|<5:>‘f (x)- f (a)‘<£)

zbyva zajistit, aby podminl4a‘ (x)-f (a)‘ <¢ platilai pro f (a) (o hodnot v a limita nic
nerika), ale to je jasné pre=a plati f (x)=f(a)= f (x)-f(a)="f(a)-f(a)=0 =
' obraz bodua leZi také v okolj f (x) - f (a)| <&

' Dokazano

Pr. 7: Nakresli obrazky a sestav definici (v obou verzielnostranné limity zleva ve
vlastnim bod.




- Funkce nemusi byt napravo od bax(dokonce aniimo v bodua) definovana= x, ktera
' se budeme snazit zobrazit deokoli kolem limity musime vybirat pouze nalevolmatiua
. = zobrazujeme pouze z levého okoli bediwse ostatnistava stejné)

- Funkcef ma v bodé a limitu L zleva, jestlize k libovolré zvolenému e -okoli bodu L,

. existuje takove levéd -okoli bodu a, Ze pro vSechna z tohoto okoli bodua, x # a pat¥i

hodnoty f (x) do zvolenéhoe -okoli bodu L.

' Ptes nerovnosti:
- Funkcef ma v bodt a limitu L zleva, jestlize ke kazdémue >0 existuje d >0 tak, Ze pro

' vSechna realné plati: je-li a-d<x<a, pak |f (x)-L|<e.

Pr. 8: Nakresli obrazky a sestav definici (v obou verzielnostranné limity zprava ve
vlastnim bod.

y
R o — /

«—
a X

\ 4

- Funkce nemusi byt nalevo od boal(dokonce ani imo v bodua) definovana= x, ktera se
' budeme snazit zobrazit do-okoli kolem limity musime vybirat pouze napravolmtiua =

- zobrazujeme pouze z pravého okoli baduSe ostatniistava stejné)

. Funkcef ma v bod a limitu L zprava, jestlize k libovolré zvolenému ¢ -okoli bodu L,

' existuje takové pravéd -okoli bodu a, Ze pro vdechna z tohoto okoli bodua, x # a patif

“hodnoty f (x) do zvolenéhoe -okoli bodulL.

- Ptes nerovnosti:
- Funkcef ma v boct a limitu L zprava, jestlize ke kazdémus >0 existuje 0 >0 tak, ze

' pro v3echna realnéx plati: je-li 0<x<a+d, pak |f (x)-L|<e.

PF. 9: Najdi vztah mezi existenci jednostrannych limitkoe v bo@ a existenci limit.

KdyZ existuji olé jednostranné limity a jsou stejné, tak se funkt®d a blizi z obou stran

. ke stejnémuislu a ma tedy limitu.

Limita funkce f v bodé a existuje , praw kdyz existuji v bod a limity zprava a zleva a
jsou si rovny. Potom se limita funkcd v bodé a rovna spol&né hodnog limit zprava a
Zleva.

Shrnuti: Definice limit jsou velmi podobné definicim spogtd Vynechavdme pouze
zobrazovéani boda.



