10.1.7  Vétu o spojitosti a jejich uziti

Predpoklady: 2706, 2718, 10106

Pedagogickd poznamka#¥i probirani této hodiny je¢ba mit na pati, Ze vSechny éty,
které studeritm sclujete z jejich pohledu nestitelné slozig scluji naprosto
ziejmé a jasnédei. Snazim se studamnh vyswtlit, Ze obtiznou matematickou
praci v tomto fipadt nebylo si vSimnout popisovanych vlastnosti funkde,
vytvorit celou matematickou stavbu pod nimi a nalezékad.

NejdalezitejSi véty o spojitosti jsou formulovany pro uzané intervaly(a; b> (tedy mnoziny
(a;b) ={xORa<x<h})

Takovou funkci si MZeme pedstavit jako provazek, ktery drzime ve dvou rugmovazek

muze v rukou kotit, nebo niize sahat dal, to pro nas&iy nehraje roli)
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Véta Weierstrassova:

Je-li funkcef spojita v uzateném intervalu, existuje alespfeden takovy bodk O(a;b), ze
pro viechnaxO(a;b) plati f (x)< f(x ), a alespd jeden takovy bod, 0(a;b), Ze pro
vdechnaxO(a;b) plati f(x)= f(x,).

Co to vlastd znamena?

Véta ma d¥ casti: nejdive prvni: Je-li funkcé spojita v uzakeném intervalu, existuje
alespai jeden takovy bodk O(a;b), Ze pro viechna(a;b) plati f (x)< f (%) =
vintervalu(a;b) je zvlastni tim, Ze jeho hodnofa(x,) je wtsi (nebo rovna) hodnotam
vSech ostatnick z intervalu= spojita funkce v uzaeném intervalu nabyva alespo

v jednom bod maxima

Druhagast \&ty: to samé, alef (x,) je mensi= spojita funkce v uzéeném intervalu

nabyva alespov jednom bod minima

logické — kdyZz mame provazek ve dvou rukou fizense fiblizit k nekonénu, aniz by se
pretrhl



PF. 1:  Na obrazku je nakreslena funkce spojita v tigagm intervaly(a;b) . Uri &isla x,,

X, zmiovana ve Weierstrassdvete.
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 ¢islo x, jecislo, jehoz hodnota je v interva(la; b> maximalni= x =a
. ¢islo x, je&islo, jehoZ hodnota je v intervala;b) minimalni= x, =b

Disledek Weierstrassovy #ty:
Funkce spojita na uzéaném intervalt(a; b> je v tomto intervalu omezena.

Véta Bolzano-Weierstrassova
Je-li funkcef spojita v(a;b) a f (a) # f (b), potom, ke kazdémisluK, které lezi mezi

gisly f(a) a f (b), existuje alespojeden takovy boat[(a;b), ze f (c) =K.

= funkce spojita v intervalifa;b) nabyva viech hodnot medsly f (a) a f (b).

logické: pokud provazek nenigirzeny, musiigjit pres vSechny mezihodnoty

Darbouxova vlastnost spojitych funkci:
Je-li funkcef spojita v(a;b) a maji-li f (a) a f (b) rizna znaménka, tjf (a) (F (b) <0,
potom existuje alespigeden takovy boct[(a;b), v némz plati f (c) =0.

logické: jestlize majif (a) a f (b) rizna znaménka, je nula jednou z mezihodnot a fujikce
musi r‘kde dosahnout.
—

posledni vlastnost uz jsme pouzivali ve dvéipadech (matematicky to nebylo legalni,
teprve te’ by to bylo v psadku)

1. Numerick&d metoda separace kieeni pri FeSeni rovnic vyssiclradi

HledamereSeni rovniced® - 2x+5= 0.

Hodnoty levé strany nantiplizi funkce y = x* —2x+ 5. Jak vypada?

- pro velka zapornéisla jsou hodnoty zaporné (ivzapornému vysledkuréti mocninyx)

- pro velka kladné&isla jsou hodnoty kladné (ki kladnému vysledkuieti mocninyx)

= graf funkce musi projitips osw (Darbouxova vlastnost spojitych funkci). Mistogkio
udla, jeeSenim rovnice.

Hledame toto misto dosazovanim:

dosadime 0 0°-2[D+ 5= 5 = koien je zapornéislo



dosadime -3 (-3)° - 2{—3)+ 5= - 1¢ = koren je v intervaly-3;0)
dosadime -2 (-2)° - 20{-2)+ 5= 1 = koten je v intervaly-3;-2)
dosadime 2,5 (-2,5)°- 2[{-2,9+ 5 - 5,62 =koten je v intervalu-2,5;-2)

dosadime —2,1 (-2,1)*- 2{-2,3+ 5- 0,06 =koten je v intervaly-2,1,-2,0
A tak bychom se dosazovali dal, dokud bychom nélzji@ien s dostatsou gresnosti.

PF. 2:  Ur¢i kofen rovnicex® + x> —1=0 s gesnosti na dvdesetinna mista.

- - pro velka zapornéisla jsou hodnoty zaporné (Kvzapornému vysledkueti mocninyx)

. - pro velka kladn&isla jsou hodnoty kladné (kir kladnému vysledkuieti mocninyx)

- = graf funkce musi projities osw (Darbouxova vlastnost spojitych funkci). Mistogkio
| uckla, jereSenim rovnice.

' Hledame toto misto dosazovanim:

' dosadime 0 0*+0P-1=-1 — koten je kladné&islo

' dosadime 1 P+1?-1=1 = koten je v intervalu(0;1)
dosadime 0,5 (0,5°+(0,9°- =- 0,62 = koten je v intervaly0, 5;1)
dosadime 0,7 (0,7°+(0,9*- =-0,16 = koten je v intervaly0, 7;1)
dosadime 0,8 (0,8)°+(0,9°- 1= 0,15 = koien je v intervaly(0,7;0,§
dosadime 0,75 (0,75’ +(0,7%°- £ - 0,01562 = koren je v intervaly0, 75;0,9
dosadime 0,76 (0,76)+(0,7§" - - 0,01657 =koren je v intervalu

- (0,75,0,7§

2. ReSeni nerovnic metodou nulovych baid
funkce mize gejit z kladnych do zapornych hodnot poutespnulu nebo v mistkde je
pietrzena=
» Zjistime pro kter& nejsou libovolné vyrazy v nerovnici definovanéyskedky
nakreslime n&iselnou osuNasli jsme body gretrzeni.
* VyteSime rovnicif (x) =0a vysledky pikreslime na osuNasli jsme body grechodu

pres osux.

* Na ose vznikly intervalyZ kazdého vzniklého intervalu dosadime do nerovnice
libovolné vhodnécislo. Pokud pro & nerovnice vyjde, vyjde i pro vSechny daiila
v intervalu. Pokud nevyjde, tak nevyjde pro zadiiséa v tomto intervalu.

* Nerovnice je vyeSena.

PF. 3: Vytes nerovnicix® = x . metodou nulovych bdd

1. Zjistujeme podminky existence vyralt na obou stranach nerovnice

- Obg strany nerovnice jsou definovany vzdy.

- 2. Hledamereseni rovnicex® = x (abychom objevili nulové body nerovnice), kde funke
- pfechazi fes osuwx.

X=X

- x*-x=0 zkusime levou stranu rozlozit na sou



x(xz—l)zx(x—l)(x+1):0
X =0, x=1,x=-1

- Zakreslime ziskané keny na osuy¢—+—+—+—>
- 3. Testujeme jednotlivé intervaly, zda spiuji nerovnost

-1 0 1

"« interval (—e;-1): nagriklad &islo —2
: (-2)’2(-2) = -82-2 = neplati
- interval (-10): nagiklad¢islo —0,1
(-0,*2(-0,) = -0,001>-0,. = plati
- interval (0;1): nagikladéislo 0,1
~ 0,£20,1= 0,001= 0,: = neplati
- interval (L) : nagiklad &islo 2
2°>2 = 822 = plati

' ProtoZereSena nerovnice ma nerovnastpiidam k nalezenému intervalu jéstulové
- body= K =(~1,0)0(Le)

Pi. 4: VyieS nerovnicik/x+3 = x+1.metodou nulovych bad

- 1. Zjistujeme podminky existence vyrali na obou stranach nerovnice
' leva strana: pod odmocninou musi byt nezapottigo =
' fe§ime nerovnick+3=0

X=-3
>< -3

' Nerovnici mizemertesit pouze pr0<D(—oo;—3>.

- 2. HledamereSeni rovnicevx+3 = x+1 (abychom objevili nulové body nerovnice, kde
- funkce prechéazi fres oswx).

Ux#B=x+l P
(Vxrs) = (xry?

X+3=x"+2x+1

0=x2+Xx-2

- (x+2)(x-1)=0

X =-2,x%=1

- Zkouska:

X =-2 L=Vx+3=+/-2+3=1 P=x+1=-2+1=-1
L#£P

% =1 L=v/x+3=41+3=2 P=x+1=1+1=2
L=P

. = jediny kaen x=1

| o >< -3 1

. DopInime ziskané keny na osu : | =

. 3. Testujeme jednotlivé intervaly, zda spiuji nerovnost



"+ interval (—oo;—3): pro tatox neni definovana odmocnina, nemusime je zkouS#tg¢ ur
| nejsouresenim.
- interval (-3;1): vyberemeislo napiklad O:
Jx+3=x+1 JO+3=0+1
V321 - plati = interval (-3;1) nenitegenim
- interval (2;c): vyberemesislo nagiklad 6 (kvili odmoaiovani):
Jx+32x+1 J6+32 6+1
3= 7 - neplati= interval (2;) neniteSenim
ProtozefeSena nerovnice ma nerovnastpridam k nalezenému intervalu jestulové
' body= K =(-3;1)

Shrnuti:



