9.1.12 Permutace s opakovanim

Predpoklady: 9105, 9111

Pedagogicka poznamkaPokud nechate studentygiat samostathpiiklad 9 vyjde tato
hodina na skoro 80 minut. Uvazuji o tom, Ze hodiopinim a rozdim na d.

‘ Pr. 1:  Ur¢i kolik raznych ,slov* je mozné vytvit piemig’ovanim pismen slova KAJAK.

' Slovo m& 5 pismens> vyrabime tizna pdadi z @ti prvka = permutace (je to i v nadpisu)
- Problém: neni tak Upla pravda, Ze mame 5 pritkprotoZe d¥ pismena se ve sldwyskytuji
- dvakrat a jejich prohozenim se nic nénin(a tedy ani nevyhid nove slovo)
Reseni:pismena ve slavsi oindexujeme (pak budou rozlisiteingd K AJA K, =
- 5! moznosti.
- Jak se peet moznosti zini, kdyz indexy zrusime?

-+ Napriklad slova:K,A JA K, a K,AJA K, budou stejna=> ze dvou slov mam

’ jediné. Stejnym zj,sobem se ptt slov zmensi i v dalSicttipadech: vzajemné

prohozeni pismel, a K, nezpisobi vznik nového slova> po zruSeni indexu K,

a K, se paet slov zmensi na polovinu
'+ Stejrt dopadneme, kdyz zrusime indexy u pismera A, : existuji d¥ moznosti, jak

tyto pismena navzajem prohazovat potet slov se oft zmensi na polovinu
i . . .. 5!
. Celkovy p@&et moznosti—.
- 2(2

Pedagogicka poznamkaPrvni giklad je poteba se studenty ¥§Sit, dalSi jiz zvladaji bez
potizi sami.

H Pr. 2.  Kolik raznychétyimistnycheisel je mozné z jeho cifer vytiibz cifer ¢isla 12117
Vysledek uéi analogicky s pedchozim gikladem a zkontroluj je§tibovolnou dalSi
metodou.

' Analogicky s pedchozim gikladem:

- Styfmistnécislo = uspvadan&itvetice zedtyr cifer = 4! moznosti

. tfi cifry jsou stejné (jedtky) = jejich prohazovani3! moznosti) ziskavam stejdésla =
 Cisel je 3! krat mér nez kdyby byly cifry #izné =

| |
| celkem% =4 moznosti

- Jind metoda:
 ¢islo vytvaim, jakmile se rozhodnu na kterou pozici umisti@i®tek doplnim jedtkami)
. = Ctyfmistnécislo = ¢tyfi moznosti, jak umistit cifru 2= 4 moznosti

H Pr. 3: Kolika zpisoby je mozné roztit mezi deset &i pét jablek, de hrusky aiti banany
tak, aby kazdé ditdostalo jeden kus ovoce.

- déti mame postavené dady = musime postavit dtady deset kusovoce, abychom
© prifadili détem jejich ovoce



- sefazujeme 10 kusovoce= 10! moZnosti

' prohazovanim i jablek mezi sebou se vysledné rozdani ovoce tezm poiet vysledk
- se zmensb! kréat

- prohazovanim dvou hruSek mezi sebou se vysledaénéovoce nezémi = pocet

' vysledki se zmensR! krat

- prohazovanimit banarh mezi sebou se vysledné rozdani ovoce rRezm> potet vysledi
- se zmen$B! krat

' 10!

SI3I2!

= celkovy p@&et moznosti:

VSechny pedchozi piklady maji hodg spol&ného:
e mamen raznych prvki
* z nich sestavujeme usf@oanowk-tici (k= n, protoZe gkteré prvky se mohou
opakovat)
o zaleZi na pitadi
* nékteré prvky se mohou opakovat
= k-tice, které jsme sestavovali se nazyypajimutace s opakovanim

Permutace s opakovaninz n prvki je uspdadané-tice sestavena 2dahto
prvka tak, Ze kazdy se v ni vyskytuje alegpednou.

Pri sestavovanik-tice potebujeme ¥dét, kolikrat se ktery prvek bude opakovatcPo
opakovani jednotlivych pruksi ozn&ujemecisly k;;K,;...;K,,.

H Pi. 4. Urci konkrétni hodnoty progmnychn, k, k;k,;...;k, ve tetim gikladu. Co plati pro
sislak, kj;ky;...;k ?

- rozdavali jsmett druhy ovoce= n=3

- rozdavali jsme deset kii®voce— k =10

- rozdavali jsme @ jablek= k =5

' rozdavali jsme d¥ hrusky = k, =2

- rozdavali jsmeit banany= k, =k, =3

- Plati: 5+ 2+ 3= 1(, poset kusi ovoce, které jsme rozdavali, ziskame tim, Ztesee pdet
- jablek, hruek a banamohromady.

- obecrt ziejme plati: k =k, +k, +...+ K,

Pedagogicka poznamkaPredchozi piklad je podle mého nazoru nutny. Samostim
vyieSi maximala tietina nejlepSich, ostatni maji problémy &mimn, k a
samozejme k. VyreSeni nasledujicihaiiladu je pak pro &isnadné a mohou
pochopit gedchozi definici.

H Pi. 5:  Urci konkrétni hodnoty prokmnychn, k, k;;k,;...;k, v prvnim gikladu. Ot
platnost vztahik =k +k, +...+Kk,?

- ve slow KAJAK jsou ti raizna pismena> n=3
- slovo KAJAK ma @t pismen= k=5



- pismeno K je ve slavKAJAK dvakrat = k =2
pismeno A je ve SI&vKAJAK dvakrat= K, =2
' pismeno J je ve sIBWAJAK jednou= k, =1

Plati: 2+ 2+ 1= 5, patet pismen ve sI&VKAJAK ziskame tim, Ze geeme kolikrat je ve
' slow pismeno K, A aJ.

Patetk-¢clennych permutaci s opakovanim prvka, v nichz se jednotlivé prvky opakuji
ki Ky;...;k, -krat znaime P'(k; ky;... K, ) -

H Pr. 6: Ur¢i pocetk-¢lennych permutaci s opakovanim prvki, v nichz se jednotlivé
prvky opakujik;; k,;...;k -krat.

' Celkem mamek =k, +k, +...+k, prvkii, které usptadavame= (k, +k,+...+k,)! moznosti
" Nyni musime dit pro kazdy prvek pétem moZnosti, kterymi fikeme prohazovat jeho

- vyskyty:

- prvek 1 se vyskytujd -krat = k,! moznosti, jak tyto prvky prohazovat

prvek 2 se vyskytuje,-krat = k,! moznosti, jak tyto prvky prohazovat

prvek n se vyskytujeé -krat = k ! moznosti, jak tyto prvky prohazovat
| (k +k, +..+k,)!
k! OK,!1 0. K !

moznosti

- = celkem

Pedagogicka poznamkaStudenim, ktai maji se sestavenim vzorce problémitSinou
stai pripomenout, aby si na papir napsekeni pikladu 3. \&tSina studerit piSe
|
vzorec ve tvaruL, ktery je samazjme také spravny, ale v tabulkach
k, ! Ok, . K !
se nepouziva. Na pozadani ptoneni problém fepsat vzorec tak, aby se &m
k nevyskytovalo.

Patet P’(kl; kz;...;kn) permutaci s opakovanimmzrvka, v nichz se jednotlivé

k +k,+..+k,)!
k 1K,! . Ok !

prvky opakuijik,; k,;...;k, -krat, je P'(k;k,;...;k,) = (

pét vstupenek na plavecky stadion a deset vstupeagosilovny, pokud kazdy ze

Pr. 7. Kolika zpisoby je mozné mezi 30 studémbzdat d¥ volné vstupenky na koncert,
student muze dostat maximatnjednu vstupenku (i tak jich bude malo)?

- Problém: podobné zadani jako ¥ikladu 3, ale mame malo listkna rékteré studenty nic
- nezbude= aby nebyli smutni dostanou prazdné papirkyvyreSeno
' rozdavame: 2 vstupenky na koncert, 5 fistlo bazénu, 10 listkdo posilovny a 13 prazdnych

| listka: moznosti

2!5/10!A3!



Pedagogicka poznamkaKromé menSiny, ktera dokazdiglad vyreSit samostat) se

. iy o v . . . 17! Y f
objevuji d& Spatn&eseni. Prvni maji VzoreleDlOl (tém piipominam, Ze

|
student bylo 30 a ne 17), druzi pa%%ﬁml (ty upozotiuji, Ze jejichreSeni
neodpovida vzorci pro get permutaci s opakovanim, protozecsdisel ve
jmenovateli se nerovnéslu v citateli).

|
Pt spole&né opra¢ na tabuli vyjdeme se Vzor% a doplnime ho na

30
spravny vylirem 17 studefit kteri dostanou &aky listek -(17j moZznosti=

spravny vyslede 30)_ 17! upravime
praviy vy 17) 2310 P
30} 17! _ 30! 17 30! - ,
= E = a pak pemyslime o vyznamu
17)213!110! 173! 206010! 205MM0MmM3

¢lenu 13! ve jmenovateli

Pr. 8: Je vSeobecnzndmo, Ze nefiinn¢jSim zaklinadlem je formule ABRAKADABRA.
Urci:
a) paet vSech zfisohi, jimiz Ize p'emistit pismena slova ABRAKADABRA a
splést zaklinadlo.
b) paiet vSech zfisohi, jimiz Ize gremistit pismena tak, aby Zadnfiige sousednich
pismen nebyla twena gti pismeny A
c) paet vSech zfisohi, jimiz Ize p'emistit pismena tak, aby Zadna dvojice
sousednich pismen nebylaigpa d¢éma pismeny A

Spaiteme si, kolik pismen slovo obsahuje.
CA 5x
B 2
'R 2X
K 1x
D 1x
! . : . 11!
. Moznosti gemiséni: ———
: S5IR2!12!m!

a) zadna @tice sousednich pismen neniitoa [@ti pismeny A

' v8echna pismena A nesmi byt vedle sebennoho fiznych moZnosti= snaz by se
- potitalo, kdy jsou vSechna vedle sebe odetu to od vSsechmoznosti

. vSechna A vedle sebe = beru je jako jeden zpak

w

- AAAAA 1x
2X
R 2X
'K 1x
' D 1x
| 7!
:> —_—
212!



: |
- vSechna A nesmi byt vedle sebe& -—

7!
5I212! 212!

' b) Zadna dvojice sousednich pismen nenetva déma pismeny A
- dvé pismena A nesmi byt vedle sebe pismena A musim od sebe éhinvat pomoci
' zbyvajicich pismen, které mam k dispozici:

D BD RD K D DD BD RD mame Sest zbyvajicich pismes existuje sedm mist (prazdné

! 7
- Ctvereeky), do kterych nizeme napsat jedno 2tppismen A= (5) mozZznosti jak napsat

' pismena A

oo . , 6! . .
' jeS€ mizeme prohazovat souhlas% moznosti

ke kazdému rozmi&hi pismen A mizeme vystidat vSechny kombinace souhlasek

: 7 |
' moznosti kombinujeme> celkem & moznosti
i 5)212!

Pedagogicka poznamkaBod a) gedchoziho fikladu spditaji vSichni, bod b) jen menSina

|
(¢asto se vyskytujici chybou je vysled%l% -7, ve kterém studenti uvazuji

pouze nad tim, kolik maji moznosti umistit mezitdédaky spojené AAAAA a
zapominaji, Zze mohou prohazovat mezi sebou takél&sky. Bod c) fesahuje
moznosti vSech studehtnema tedy cenurihis dlouhocekat areSeni zviejiuiji
pomerné brzo.

Pr. 9:  Ur¢i pocet vSechityrcifernych girozenychéisel clitelnych deviti v jejichZ z4pisu se
vyskytuji pouze&islice 0, 2, 3, 5, 6.

- Cislo je litelné deviti, prag kdyz je ciferny sotet dslitelny deviti = nejdive si zjistime,

" jak ze zadanychislic sestavit spravny ciferny stet a pak zjistime kolikisel je mozné
- z kazdého takového seskupeni sestavit.
. ciferny sowet 9:

211!

'+ 6+3+0+0=¢ = sestavujeme &slic 6, 3, 0, 0= moznosti, ale na

) s .. 2[B! . ] . .
zatatku nesmi byt nula> odevzltame%.3 =3! moznosti (na zgtku O (nfizeme
vybrat dvakrat) a dalsfitéislice mizeme uspiadat libovol®, paet moznosti dime

. . : , 4! . .
dvéma, protoze prohozenim nul se nic néaih = celkow 5—3!: 6 moznosti

e 5+2+2+0=9 = sestavujemed&slic b, 2, 2, 0= moznosti, ale na

12!

|
zatatku nesmi byt nula> odeél'téme% moznosti (pdet uspdadanicislic 5, 2, 2, 0

| |
s nulou na z&tku) = celkow %—% =9moznosti



: |
'+ 3+3+3+ 0= ¢ = sestavujeme é&slic 3, 3, 3, 0= ﬁ mozZznosti, ale na zatku

nesmi byt nula> odeitdme 1 moznost (nulou naczku a ti trojky za ni) =

|
celkow i—1: 3 moznosti
3!
: |
1o 3+2+ 2+ 2=9 = sestavujeme &slic 3, 2, 2, 2= ﬁ moznosti, mezisly neni

) L, 41 . .
nula = nic neodéitame—= celkow ﬁ =4 moznosti

i cifierny sowet 18:

: |
'+ 6+6+6+0=1¢ = sestavujeme &slic 6, 6, 6, 0= % moznosti, ale na zatku

nesmi byt nula= odeitdme 1 moznost (nulou naczku a ti Sestky za ni=>

|
celkow i—lz 3 moznosti
3t
l |
'+ 6+6+3+ 3= 1¢ = sestavujeme &slic 6, 6, 3, 3= ﬁ moznosti, mezisly
, . L, 4l o ,
neni nula= nic neodéitame—= celkow ﬁ =6 moznosti

* 6+5+5+ 2=1¢& = sestavujeme &slic 6, 5, 5, 2=

moznosti, mezisly
211111

. . o 4! . .
neni nula= nic neodéitame= celkow 5 =12 moznosti

: |
-+ 5+5+5+3=1¢f = sestavujeme gslic 5,5, 5, 3= ﬁ moznosti, mezisly neni

4!
nula = nic neodéitame= celkow 5 =4 moznosti

Dohromady mameé + 9+ 3+ 4+ 3+ 6+ 12 4& 4 moznosti jak sestauiisla tak, aby bylo
- delitelné deviti

Na zawr si zkusime spétat P'(k,n-k) = [kr(n=k)]t___n M-k (n). Tedy
Kn-K) _ Kn-K} (k) V7

pocet permutaci s opakovanim ze dvou vk nichZ jeden se opakujekrat a druhy
(n-k)-krat je stejny jako pgetk-prvkovych kombinaci n prvki.

PFr. 10: (BONUS) Najdi kombinatorické Zoodreni vzorceP' (k,n-k) =K, (n).

- Vytvarenik-prvkové kombinace m prvki si mizeme pedstavit takto:

- mamen prvki a tedyn! moZnosti jak se postavit dady, prvnicrk pozic v tétarack,

' znamena, Ze prvek je vybran do kombinace, zbyvzﬂaji(cri—k) prvka znamena, ze prvek
vybran nebyl= pokud nas zajima vysledek &h do kombinace, musime ¢&i n!

- moznosti postaveni dady vydlit:



- k! moznosti, jak prohazet mezi sebou prvky na prvkietistech (jejich prohazeni neovlivni

- vybér do kombinace)

- (n—k)! moznosti, jak prohazet mezi sebou prvky na zbgidji(n—k) mistech (jejich
- prohézeni neovlivni vy do kombinace)

n!
-k

= celkemm')| moznosti, jak sestavit kombinaci
; In—k)!

P¥. 11: Petakova:
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Shrnuti:



