8.3.6 Nekone éna geometrickd fada

Predpoklady: 8302, 8305

Méame list papiru. Rozshneme ho na dvpoloviny, jednu dame na hromadku a druhoét op
rozstihneme na poloviny (ted§tvrtiny pavodniho listu). Jednu 2¢hto polovin ogt
poloZime na hromadku a zbyvajicicoptihneme nafl. A tak budeme postupovat igal dal.
Jak velky kus papiru bude na hromadce po nek@manoho rozsiZzenich?

Na hromadce je vSechen papiri@@dniho listu, krord kousku, ktery drzime v ruce. Velikost
kousku v ruce (tedy toho, co ndm chybi k tomu, mdgtole byl cely papir) se velmi rychle
zmensuje (blizi se k nule), alefad ndm v rucedto zbyva (taky nam zbyva j&st
nekoneénékrat rozstihnout zbytéek papiru v ruce}> na stav po nekodeé mnoho
rozstizenich se nefitzeme divat jako nano dosazitelného realnynristanim, jde o stav, ke
kterému situace realnymigtanim pouze s#iiuje = protoze kousek papiru v ruce &uje

k nule, sndtuje velikost hromadky kivodni velikosti listu= po nekoné&n¢ mnoho
rozstizenich bude na stole écely papir.

Zajimavé — sottem nekoneéné mnoho papirk jsme neziskali nekotieé velkou papirovou
plochu, ale pouze plochu o velikosti=: sowtet nekonéné mnohocisel nemusi byt
nekon€ny = ma smysl ho zkoumat

Dodatek: Pokud se zeptate naibtni papirk, vétSina studerit bude ihned souhlasit s tim,
Ze soudet bude konény (problém je spiSipswdcit studenty, Ze nebude nic
chybket). Pokud se zeptéate jéJired tim, bude peet €ch, ktgi u nekonéného
souwtu predpokladaji nekorsmy vysledek.

Jinak fakt, Ze i satet nekonén¢ mnohacisel nize byt koneény, je vys¥tlenim
nékterych aporii, nafiklad Achillea a Zelvy.

Vratime se ke githani papirk.

Pr. 1. Najdi posloupnosti, které udavaji:
a) velikost papirku, ktery vznikl-tym s¥ihem
b) soket ploch vSech papitk které jsou na hromadce pgém stihu.
Reseni zapisuj do tabulky:

souet ploch vSech
papirki, které jsou na
hroméadce po-tém

velikost papirku,
ktery vznikln-tym

stiihem Stihu
1 1
rvni stih == — =
p a > 5 S=q

souet ploch vSech

papirki, které jsou na

hroméadce pm-tém
stiihu

velikost papirku,
ktery vznikln-tym
stiihem
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Plocha vSech na#ftanych papirk se rovna saiiu prvnichn ¢leni geometrické posloupnosti
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. _ an -1 _1\2
= pouzijeme vzorecs, = a, =—
q-1 2 }_1
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Zajima nas, co uth sowet, kdyz sen bliZzi k nekonénu = spaitame limitu:

i 1,721
2 2 2
Vysledek odpovid4d naSemu odhadu.
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Terminologie:
na zaatku jsme rili posloupnosta,; a,;...;a, ;... = (a,)

 symbola +a,+..+a,+..= Zan nazyvamenekonetna iada (zecleni posloupnosti

n=1

(a),)
« pokud je posloupnogia,)” geometricka s kvocienteqinazyvame symbol

ata,+..+ta +..= Zan nekon&na geometrickarada s kvocienteng (nas
n=1

predchozi a obe@émejgastjsi pripad)
* posloupnosts =a;; s, =a,+a,; ...; S, =g +a, ta,+...+a,; ... = (s,), jejizcleny

vznikly sitanim prvnichn ¢lena posloupnost(a\q) , Nazyvameposloupnost

n=
¢astatnych soutta
« kdyz jsme hledali saiet nekonenérady, zji¥ovali jsme zda je posloupnofs, )™
casteénych sodti konvergentni (ma limitu).
* Kdyzje posloupnos(sh) , konvergentni a platliim s, = s, fikame Zenekon&tna

o
n= n- oo

00

fadaa +a,+...+a, +---:i‘% ma sowet plati: a +a, +...+a, +...:Zan =s
n=1

n=1



* KdyzZ je posloupnosts, )" divergentni (nema limituyjkdme Zenekonetna fada

a +a,+..+a, +..= Y a nema souet,

n=1

PF. 2: Je dana posloupnos({i—l]”) . Vypi$ prvnich osnglent posloupnosti. Sestav
1

00
n=

posloupnostasténych sowta odpovidajici nekormérady a rozhodni zda ma tato
rada sotet.

- prvnich osntlend: -L1-11- 1,1~ 11;..
- caste&né soudty:

81

' 5,=-1+1=0

g =-1+1-1=-1

5, =-1+1-1+1= C

' posloupnostéasténych souti vypada takto=1;0;-1;0:- 1;0;..
. = posloupnost neustale osciluje mezéa hodnotami (-1 a 3> neni konvergentni=
' nekongénarada-1+1- 1+ 1- I+ .. nema soket.

Vysledek pedchoziho fikladu znamend, Ze néireme pséat za vyrazl+1-1+ 1- I+ ..
znameénko rovnosti sfakym vysledkem. ,Spravnych” vysledlby totiZz bylo nekonené
mnoho (kwvili podivnosti nekonéna).

Ve vSech nasledujicich vyprech rozdlimefadu -1+ 1- 1+ 1- I+ .. na dvojice stejné barvy
s nulovym sottem a zbytek, ze kterého ziskame ,vysledek":

-1+1-1+1-1+1 .=0

-1+1-1 +1-1+1-1+..=-1
-1+1-1+1-1+1-1 +..=1
-1+1-1+1-1+1-1+1-1+..=-2

Pti troSe snahy ziskame jako ,vysledek” libovolnééagslo = zawr, Ze \ibec nema smysi
hledat sotettady —1+1- 1+ 1- 1+ .. je velice rozumny.

Pr. 3: Najdi chybu v nasledujici ivaze:
Nakreslime sétverec o délce strany 1.

D C D C D C D C
1 1 1 1

A B A B A | B A B

Postupg kreslime lomenéary L, |, L;, L,, ... (viz obrazek). Lomenéary se

postupr blizi Uhlogiccectverce. Velikost lomenychar se rovna 2= délka
Uhlopricky ¢tverce o stra®l je rovna 2.

' Tvrzeni v textu je zjevhnespravné, protoze délka Ghitixy je /2.



- Diivod je zejmy. Pokud bychom se na delku UHiigky chtli divat jako na soget nekonéné
' fady sloZené z neko&reehoclenu posloupnostL, , musela by délka Ghlejgky byt limitou

- délek lomenyctgar. Tak tomu, ale neni nebomzdil mezi délkou thldgpcky a délkami
. lomenych¢ar se nezmenSuje.

PF. 4:  Je dana geometricka posloupnfat)”_ s kvocienteny. Rozhodni, pro jaké
hodnoty kvocientuy bude mit nekonma geometrickdada

a +a,+..+a, +..= Y a, soueta vypdatiho.

n=1

. Pokud ma mit nekorea geometrickfadaa, +a, +...+a, +...= »_a, sowset, musi mit
! n=1

posloupnostasténych sodti (s,)" limitu s, tedy se jejéleny musi této hodnstpostup
blizit = ¢leny pavodni posloupnost{agq)nzl, které zfisobuji rozdily meztleny posloupnosti
' (s,)._,, se musf blizit nule (kdyby se nebliZily nule, méri bychom s&enim nekonén¢

- mnohacleni ziskat kongnééislo) = musi platit/g| <1.

Hledame sotet: = hledame limitu posloupnosts, )",

" s, je sowet prvnichn ¢leni geometrické posloupnogfia, ) = plati: s, =a g _11.
Z ) a-
- Sowettady je limitou posloupnoss, =
q - limqg"—lim1
:Iimsn—llmal 1—Iima1D"7°° o —alﬂo 1 D =&
e T noe n-= = limg-liml q-1 ‘'1-q 1-q

Nekone€na geometrickéadaa +a, +...+a, +...= Z a,, ve kteréa, 20, je

n=1
konvergentni, pravkdyZ pro jeji kvocient plati |q| <1. Pro sodet

s konvergentni geometrickady platis= %

Nasledujici piklad je opravdu bonusovy pouze pro ty,iktey se uéovanim sottu
nekonénych geometrickychiad nudili.

Pr.5: (BONUS) Je dana posloupn{sﬁ} . Rozhodni, zda existuje st
n(n
n=1

nekongnérady a +a, +...+a, +..., pokud existuje @i ho.

Prvnich rekolik ¢leni posloupnost| —— 111,11,
: 1)) ~2'6'12 20 30"

n(n+1)) ' 2'6'12" 20 3(

' Hledamesastené souty:
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. = zda se, Ze platk, =—+1. Musime si to oéfit, nagiklad matematickou indukci:
! n

- 1. owiime pron=1

-1 —1vyslo
1+1 2

2. predpokladame platnost pkpdokazujeme platnost prio+1
predpoklad:s, =——
dokazujeme platnost prio+1 (chceme ziskat vzores;,, :%) :
Kk, 1 _ k(k+2)+1 _ k*+2k+1 _
k+1 (k+1)(k+2) - (k+3(k+ 2 B (k+3(k+ 3_
(k+1)*  k+1
(k+1)(k+2) T k+2

S TSty T

S|o

E . e e N 1
. = vzorec plati= st&i spaitat lim =lim
| neen+l nee N 1 140

. n n
' Zkouman&ada ma sotet a je roven 1.
Pr. 6: Urdi sowet nekonénychiad:
1 1 1
—t——+.. +—+.
101 10° 10
b) 4+§+1—6+...+
3 9
c) 2+ 3+§+
2
g2 4,8 16
3 9 27 81
a) — 1,1, + .= plati: -1 q—i = tada konverguijég| <1
1016 2770910



2 4 8 16 2 2 _
'd) =——+—-—+...= plati;:a, ==, g=-= = tada konverqgujeq <1
D3ty T PRt A=y =T qujgd
2 2
' Dosadime do vzorces=_ 2 = 3 -3_2
! 1_q 1_(_2j § S
3 3

Pr. 7. Petakova:
strana 72/c\wieni 70 b) c) d)
strana 72/c\dieni 71 b) d)
strana 72/cvieni 72 b) c) e) i)

Shrnuti: Souwet nekon&né mnohacisel nemusi byt nekoteé cislo. Sowet takovych

geometrickyctrad ugime dosazenim do vzor&cﬁ.



