8.3.2 Limity n ékterych posloupnosti

Predpoklady: 8301

Opakovani z minulé hodiny:
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Hodnoty posloupnosﬁ§+ 2) se pron blizici se k nekorimu blizi k 2 a to tak, ze mezi
n=1

posloupnosti &islem 2 ,neexistuje Zadna mezera® rikame, Z&islo 2 je limitou

00

posloupnost(§+ 2) pron blizici se k nekorimu (piSemdim (2—% +2] =2).
n=1 =

Exaktni zachyceniipdchoziho odstavce obsahuje definice limity:
Rikame, ze posloupno$g, )™ je konvergentni, praw kdyz existujesislo alR
takové, Ze plati: Ke kazdéma> 0 existujen, I N tak, Ze pro vSechndipzena

gislan=n, je |a, —a <&. Cisluatikamelimita posloupnosti (a, )’

n=1"
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Nyni si rozebereme posloupn{i&n—] +1J .
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Prvnich desetleni posloupnosti.o;l1 ;—2 ;1—1 ;—4;1—1 ;—6;1—1
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Vypada to, Ze limitou této posloupnostijelo 1. Hodnoty se kému bliZi z obou stran.
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Zkusime vlastnostim {% +1J =1 dokéazat z definice v modrém régka.

zZvolime £ =0,1. Hledame takovéy,, aby platilo, ze prm=n, |a,-a|<¢.
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Dosadim:
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<01 plati (pronON): ‘ . ‘: ==
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10<n = pro a, a vdechnaa, za nim platija, -1 <0,1.

Zkusime to obechpro £ >0
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ﬁ«s plati (pronON): |[ 1] :‘( ) :l
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%+1] ma limitu 1.
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—<n = protoze¢ >0 urcité takovéa, najdu= posloupnos(
n=1

Pro zadané posloupnosti napis$ prvnich délsefi, nairtni jejich graf a odhadni zda
maji limitu:
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Pr. 1:

vy 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
. Z grafu se zda, Ze posloupnost ma limitu 2

W avahy: vyrazﬂ, se blizi v;'/razuz—n =2
: n+1 n

i . .. 2n
. = ziejme plati lim——=2
| n-en+l1



'z grafu se zda, Ze posloupnost mé timity 1 a —1, ale pozor!!! Kdyby posloupnostia
limitu 1, musel by naiffklad pro pas o polotnu 0,5 existovatlen a_ takovy, Ze vechny
- ¢leny posloupnosti za nim by byly uvihiasu, ale to se kKli tomu, Ze polovina&leni

' posloupnosti se snazfiplizit k —1 nestane, protoze tytteny se do pasu nedostanes

- posloupnost nema zadnou limitu (u limit poslouphosfde se#& jednim zadkem na dvou
- posvicenich).
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jak z hodnot, tak z grafu jggmé, Ze posloupnost nema zadnou limitu
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'na prvni pohled se zda, Ze posloupnost seé¢&gmu neblizi* a nesia by tedy mit limitu,

- pokud v8ak pouzijmeifmo definici limity, je Zejmé, Ze posloupnost ma limitu rovnou jedné,
. protoze pro libovola Siroky pas kolem 1 jsou vSech#éigny posloupnosti ihned uviia

- splhiuji tak podminku pro existenci limity

. = ziejme plati: lim (1) =1
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Predchozi piklady dolire dokumentuji d& dalSi ¥ty o limitach posloupnosti:
» KaZzda posloupnost ma nejvyse jednu limitu.
» KaZzda konvergentni posloupnost je omezena.

PF. 2: Najdi v predchozim gikladu bod, ktery dokumentuje kaZzdouiegchozich dvoudt
a zkus najit hlavni mysSlenkuikiazi obou \ét.

' a) Kazda posloupnost ma nejvyse jednu limitu.

- vétu dokumentuje bod b)¢koliv se z grafu zda, Ze posloupnost mé kimity, je v piikladu

' zdvodneno, pra@ posloupnost nema ani jedinou (fidgad do pasu o polo#énu 0,5 existovat
. se nevejde polovindeni posloupnosti, které se sna#ibizit hodnot —1) = my3lenka

. dukazu: kdyby posloupnostéta dw razné limity st&ilo by kolem jedné z nich wtht pas,

- ktery ma mensi poloén neZ je vzdalenoskthto limit acleny, které se blizi k druhé lingit

- budou mimo #j)

' b) Kazda konvergentni posloupnost je omezena.

- S Wtou souvisi bod c), kde mame neomezenou posloupniestined vidt, Ze nenize mit
' limitu = myslenka dkazu: posloupnost je neomezena, priédyz se pra blizici se

' nekonénu blizicleny posloupnosti také nekafmei (nebo minus nekoéeu = roste nebo
. kles& nade vSechny meze), pak se ale nemohoulbhi&akému konkrétnimdislu (limitg)

Pr. 3: Odhadni limity nasledujicich posloupnosti a pojileexistenci dokaz pouzitim
definice limity:
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- chceme dokazat, Ze pro libovolgé> 0 najdeme takovéd,, aby platilo, Ze pran= n,,
' |a, —& < &. Budeme odvozovat od konce:
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<& 2" je vzdy kladn&islo = plati 1 =
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1, L : . .
L =<2 zlogaritmujemejog x je rostouci funkce= neobracime nerovnost
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Iogl< nog2 /:log2 log2>0 = znameénko se naemi
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Iogl<nEI]ogZ /:log 2
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| ‘;<n = pro kazdés dokazeme dopitatn = podminka je spkna = plati:
;109

lim+ =0
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odhadujemdim 1. 0
' n-o N

' chceme dokazat, Ze pro libovoleé> 0 najdeme takové,, aby platilo, Ze pra>n,,

' |a, —al < &. Budeme odvozovat od konce:
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1< n = mame ukenén pro kazdés = podminka je spkna = plati: Iim1 =0
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- odhadujemdim3=3
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chceme dokazat, ze pro libovolgé 0 najdeme takové,, aby platilo, ze pra=n,,
' |a, —al <& . Budeme odvozovat od konce:
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|O| <& = pro libovolné¢ je podminka spkna ihned= jako a, mizeme brata, a
jakon jedniku = podminka je spkna = plati: Li[Tls =0

(o) o<

odhadujem%imo g"=0

chceme dokazat, ze pro libovolgé 0 najdeme takové,, aby platilo, ze pra=n,,

|a, —a| <& . Budeme odvozovat od konce:

=g

q'|<e& zlogaritmujemeJog x je rostouci funkce= neobracime nerovnost
log|q"| < loge

nlog|q| <loge /:Iog|q| |q| <1l = Iog|q|< 0 = obracime znaménko nerovnosti
n> ll(())§|:| = pro kazdes dokazeme dopidtatn = podminka je spkna = plati:

limg" =0; <1

Posledni vysledek je jasny alezity zarové. Zformulujeme si ho dodty a podle ni
zformulujeme jestjednu \&tu:

« Geometricka posloupnost(q”)::l, pro kterou plati |g <1 je konvergentni a jeji
limita je O.

* Geometricka posloupnost(a\q):ﬂ, pro jejiz kvocient q plati |q| <1 je konvergentni
a jeji limita je 0.

Shrnuti: Dosazenim do definiceimeme dokazat existenci limity.



