8.3.1 Pojem limita posloupnosti

Predpoklady: 1302, 8106

Pedagogicka poznamkalimita posloupnosti neni pro studenty snadno #hbym
pojmem. Hlavnim problém je podle mych zkuSenostiggorozunini s tim, zda
mezi posloupnosti a jeji limitouigtava ,dira“ nebo ne.rRinou toho vseho je
ziejme Spatné pochopeni pojmu nekona, kdycast studerit vnima nekonéno
jako réjaké obrovské, neptsi, ale pesto v podstatnormalnicislo. Proto je na
prvni polovinu hodiny zZiazeno opakovani o nekamel z prvniho roniku.

Vzpominky na nekoné&no:

Problém: Jak utit pocet prvki u nekonénych mnozin?

Reseni(¢aste&né): pospojuji prvky mnoziny A s prvky mnoziny Bajemre jednoznang
(Kazdy prvek A méa pravjeden prvek mnoziny B a obrace\nalogie vytvdeni pah pri
tanci. V kazdé dvoijici je préjeden kluk a pr&jedna holka).

Pokud ani v jedné mnodimezistane zadny prvek bez partnera z druhé mnozirpgdet
prvka v obou mnozinach stejny.

(Jakmile na tanmich prokkhne volenka a utidose pary, hned vidime, jestli bylo st&€kluka
a holek.)

Tak budu moci porovnavat nekame& mnoziny mezi sebou.

Pr. 1: Porovnej poet prirozenych a sudychipozenych¢isel.

. Na prvni pohled to vypada, Zé&nezenych je dvakrat vic (polovingsel u sudych chybi).

+ Omyl.
. pfirozenadisla: 1, 2, 3, 4,5,6, 7, ...

11

suda disla: 2, 4, 6, 8, 10, ...

- Zadnéislo nezbylo na ocet> sudychéisel je stejny peet jakocisel girozenych.

Vypada to velmi diva. MuZe za to nekori@o:
* nekone€n¢ neni kjaké obyejné jen nejutsicislo, ale je to &co uplre jiného
* fada pirozenych¢isel nema posledilen, za kazdyngislem bezprosédre nasleduje
dalSi o jedno &tSi
= pokud chcemeipmyslet o nekorimu musime byt opatrni a vzdat skierych gedstav
souvisejicich s koraymi cisly.

Hilbert av hotel

Je hotel s nekoaé mnoho jednalZzkovymi pokoji. Pokoje jsoudslovany girozenymi
¢isly. Hotel je pl obsazen, v kazdém je jeden host. Na recepci $awdds$ turisté a chyji
se také ubytovat. Je mozné jim poskytnout ubytogérd bychom &koho z ubytovanych
vysthovali pry z hotelu?

Ano, vSichni z ubytovanych opustitg\ypokoj a nasthuji se do pokoje &slem o 3 ¥tSim =
pokoje 1, 2, 3 jsou volné a je mozné do nich ubstalalSi zajemce.

Stejnym zfisobem je mozné ubytovat kazdy kong paiet turisti.



Pedagogicka poznamkaDiskuse o Hibertovhotelu studenty bavi. @as se najdou takovi,
ktefi dokonce fijdou sami na to, jak do pfrobsazeného hotelu ubytovat dalSiho
turistu.

Je mozné v obsazeném hotelu ubytovat neka@nenoho turisi?

Stati, aby se vSichniigsthovali na pokoj jehdislo je dvakrat $tSi. VSechny liché pokoje
zustanou volné.

* kdyz k nekoneénu gictu kone€nécislo (libovolre velké), nekonéno se nezrni
» kdyz pijdu po nekonéné gimce, v jakekoliv vzdalenosti od gatku své cesty budu
od cile pd#ad steji daleko, ptad mi bude schazet nek@ne velka vzdalenost, i kdyz
od startu budu dal
= predstavu o situaci v nekonénu neziskame tim, Ze sifedstavime situaci pro #jake
hodné velké ¢islo, ale spiSe tim, Ze budeme zkoumat jak se sitgameni a k ¢emu
sméruje, kdyz secisla postupré zvétsuji a tim se blizi k nekonénu

Po vzpominkach na davnou, vzpominky na nedavnoulosh
Kdyz jsme rozhodovali 0 omezenosti posloupnosstilzjjsme, Zecleny rekterych

o 2n-1Y" , e e o
posloupnosti (najklad ( j ) se pro neustale se&sujicin ¢im dal vice blizi
n=1

e (2n-1)" »
k néjakym ¢islim (Cleny posloupnost{ j se neustalefiblizovaly ¢islu 2).
n=1

00

Pr.2: Jedana posloupno%t§n+2j . Odhadni, ke kterémtislu se blizi jejtleny, kdyz
n=1
sen blizi k nekoneénu. Nakresli graf této posloupnosti pro
n0{1;2;3;4;5;6;7;8;9;1p.
- Pri zvétSovani hodnoty ve vyrazu pralen posloupnosti se snizuje vliv ostatnédéni —
ve vyrazu§+2 se zv¢tSuje jmenovatel zlomku a vyraz se postupfiblizuje vyrazu

' 0+ 2= 2 = &leny posloupnosti se bliZidslu 2.

Prvnich desetleni posloupnostib; 4;3; 2E ;2E ;2—1 ;2—1 ;2—1 ;2—1 ;2—1
i 2 4 8 16 32 64 12
- Graf posloupnosti:
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Zadny z¢lenma posloupnost(§+2j se nerovna 2,ipsto hrajeislo 2 procleny
n=1
posloupnosti dlezitou roli, jakocislo, ke kterémulenu posloupnosti ,situji“ (,bliZi se
k nému®). Takovéemuwislu sefikalimita posloupnosti. Posloupnosti, ktera ma limitidkame

konvergentni posloupnost

Rozhodr nejsme hotovi:
* Nevime, jak vyjadt ,sméeiuji“, ,blizi se k" matematicky a jednozée

00

Nemohli bychontict, Zze posloupno{tz—éﬁzj se blizi i k jinémuislu nez 2,ieba ke 1?

n=1
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Z obrazku je vidt, Zec¢leny posloupnosti se sice blizi i k 1, ale jinak ke 2.

* k1 secleny sice blizi, ale mezi posloupnostiislem 1 Astava volné mistai(sel, ke
kterym se posloupnost bliZi jako se bliZi k 1 jkamené mnoho, jde najklad o
vSechna zaporndsla)

* k2 se¢leny posloupnosti blizi tak, Ze mezi posloupnosisiem 2 ,Zadné misto
nezistava“ a timto zfisobem se posloupnost blizi pouz&dtu 2

Co matematicky znamen4, Ze mezi posloupnadlam 2 neni Z&dné misto?
Dokreslime do obrazku vzdalenosti méleiny posloupnosti dislem 2:
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
= vzdalenostleni posloupnosti od 2 se neustale zmenSuje a bliZnske
= jeS€ musime zajistit, aby se trendlgizovani nezminil = musi existovatlen
takovy, Ze vSechny nasledujitény posloupnosti budou k 2 blize nez on (to neablém
nasi konkrétni posloupnosti)

priblizovani mizeme graficky znazornit pomoci pasu



'y 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
nakreslime-li si kolem dvojky libovoinSiroky pas, vzdy najedeme takoag, ze vSechny

¢leny posloupnosti za nim, uZ jsou uv¥mpasu
pro pas o $ce 2 je takovyma, a, (¢len a, je od 2 vzdalen o 1, dal8eny jsou blize)
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pro pas o $ce 0,5 je takovyma, a, (Clen a, je od 2 vzdalen o 0,25, dat8ény jsou blize)

Ted uz mizeme zformulovat definici:
Rikame, Ze posloupno$s, )" je konvergentni, praw kdyz existujesislo adR

takové, ze plati: Ke kazdémau> 0 existujen, [N tak, ze pro vSechndipzena

gislan=n, je |a, -8 <& Cisluatikamelimita posloupnosti (a, )", .

Skute&nost, Ze posloupnoséah) , malimitua, piSemelima, =a (¢teme: limitaa, pron
n- o

=)
n=.

jdouci k nekonénu je rovnaa®, struengji limita a, jea".
Posloupnosti, které nejsou konvergentni se nazgiagirgentni.

Pr. 3: Podivej se na obrazek grafu posloupnosti s wamgch SirSim pasem a sepis
konkrétni hodnoty vSeatisel zmiiovanych v definici konvergentni posloupnosti.

(a, ):’:l - (En + Zj predpis posloupnosti
n=1

a . 5 hodnota limity, ke které se bliZlieny
posloupnosti

£ o 1 vzdalenost od limity, polovinai&y pasu

n, - 4 index prvnihatlenu posloupnosti, ktery je
dostatene blizko (uvnit pasu)

vSechnytleny posloupnosti gleny posloupnosti, které maji #pji podminku
& - za a, (veetrg) vzdalenosti od limity




Pedagogickéd poznadmkaJen velmi mal&ast studerit dokaze vyesit gedchozi piklad
zcela samostatnNema tedy cenuiis dlouhocekat s pomoci. U nasledujiciho
piikladu je situace jiz podstathepsi.

Pr. 4. Podivej se na obrazek grafu posloupnosti s Wwamgch uzsim pasem a sepis
konkrétni hodnoty vSeatisel zmiiovanych v definici konvergentni posloupnosti.

(a) | = (2—8,1 + 2} predpis posloupnosti
n=1

hodnota limity, ke které se bliZlieny

a - 2 .
posloupnosti

£ o 0,25 vzdalenost od limity, polovinatky pasu

n, - 6 index prvnihatlenu posloupnosti, ktery je
dostatene¢ blizko (uvnit pasu)

a. _ | vsechnyleny posloupnosti¢leny posloupnosti, které maji #pii podminku

za g, (vcetrg) vzdalenosti od limity

DalSi moznosti jak definovat limitu posloupnosti:
Rikame, ze posloupno$t, )’ je konvergentni, praw kdyz existujesislo alJR
takové, ze plati: Ke kazdéma> 0 existujen, [I N tak, ze pro vSechndipzena

tislanx=n, je a,0(a-&;a+¢). Cisluaiikamelimita posloupnosti (a,) ", .

Stejna definice jakofedchozi, mimo poslednich slov. V této definici seabyvame
vzdalenosttlenu a, od limity a, ale tim, Zea, nalezi do intervalfa-e&;a+¢) (interval
Cisel, ktera jsou od limitg vzdalena méhnez ¢).

Shrnuti: Mezi posloupnosti a jeji limitou ,néstava Zzadné volné misto*.




