8.2.6 Geometricka posloupnost

Predpoklady: 8101, 8102, 8103, 8107

Pedagogicka pozndmka¥V hodins rozctlim tridu na d¥¢ skupiny a kazd4 z nickeld jeden
Z prvnich dvou fikladua.

Pr. 1: Polatas rozpadu (doba za kterou se rozpadne poloviséugrino mnozstvi latky)

‘ francia 22'Fr je priblizng 5 minut. Jaké mnozstvi latky pdlghoding z 10grang?

' Budeme sledovat mnoZstvi francia vzdy gt minutach:

- pocatesni mnozstvi ...  a =10

po 5 minutach - X :10%

5 2

. po 10 minutéch e A= 10G13jE = 1{—1j

5 2)2 2

' B 27 3

' po 15 minutéch .. a= 10[€E i- 1C{—1

! 2) |2 2

| - Y] 1

. po 20 minutach =|1o0=| |==10 =

P * [62 2 ({2

i . oY Y

' po 25 minutach ==\ (==10 =

P % [ﬁz 2 ({2

| NZARE 1\°_10_10_ 5
. po 30 minutach e = 10[@— —=1({— =—=—=—2=0,16¢
5 2) |2 2 2 64 32

Po 30 minutach zbude #iyodnich 10 grarii pouze 0,16 gramu francf@'Fr.

Pr. 2: Hodnotu pe#z neustale sniZuje inflace (pomalélpiZzné zdrazovani vSech
komodit). Napiklad pi dlouhodobé pimérné rani inflaci 3% ztrati libovolna
castka za rok 3% své hodnoty (tedy tigklad 200 K na z&atku roku bude mit na
konci hodnotu pouz00[D,97= 19: K¢). Jako hodnotu bude mit 500 000 po

uplynuti gti let?

. Postupujeme podobrjako v gredchozim fiklade, postupg pocitame hodnotu pea po
- jednotlivych letech:

- pocateini hodnota ... n, =50000C

' po 1. roce ... n,=50000010,9°

' po 2. letech n, =(50000070,9700,9% 500000 0,%

po 3. letech ... n,=(50000010,97)00,9% 5000aD 0,

po 4. letech n, =(50000010,97) 10,9%  5000aD 0,

po 5. letech .. n,=(5000000,97)0,9% 5000QD 0,97 429



' Po pti letech bude mit 500 00GiB% rozni inflaci hodnotu pouze 42936 %K

Pr. 3: Najdi spol€énou specialni vlastnost oboiepchozich posloupnosti.

' U obou gredchozich posloupnosti plati, ze déléh ziskame vynasobenim aktualnéhenu
- stale stejnyngislem. Ri uréovani dalSickElent neustale nasobime stejnyiislem.

Posloupnost s uvedenou vlastnosti se nagganetricka

Posloupnos(an) se nazyva geometricka peakdyZ existuje takove realné

&isloq, Ze pro kazdéifrozenéeislon plati a ,, = a, [0 . Cisloq se nazyva
kvocient posloupnosti

Jestlize v posloupnos{a, )", platia #0 a zarové q# 0, pak jsou véechngleny
posloupnostitzné od nuly a rizeme pséta:a‘fl =(q, tedy podil dvou po s@masledujicich

¢lent geometrické posloupnosti je konstantni a rovnijrjajkvocientu.

PF. 4:  Ur¢i kvocienty geometrickych posloupnostiidktada 1 a 2.

- a) v gikladu 1 plati:a,,, = a, G;-: q =_;

' b) v piikladu 2 plati:a,,, =a, ,97= = 0,97

. pokud zadana trojic&isel tvai tfi po sok& jdoucicéleny geometrické posloupnosti, musi byt

Pr. 5: Rozhodni, zda dandi €isla tvdi tii po sol& jdoucicleny réjaké geometrické
posloupnosti. Pokud anodikvocient.
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Jde ot po sol& jdoucic¢leny geometrické posloupnosti s kvocientegm
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Jde ot po sol& jdoucic¢leny geometrické posloupnosti s kvociente\/gr(\/gh/é) :

Pedagogicka poznamkasS predchozim gikladem maji studenti @pnetekané problémy,
hlavré u bodu b) se pak objevuji problémy s upraveninazayr

PFr. 6: Napis prvnich pt ¢clend geometrickych posloupnosti:

a)a =1, g9=-2
b)a =m,q=0
c)a =5,q9=-1
d)a=0,q=0

Které z €chto posloupnosti jsou aritmetické?

‘a)a =1,q=-2
" &leny posloupnostil;- 2;4;- 8;16;.. = nenf aritmeticka

b)a,=m, q=0
- ¢leny posloupnostizz; 0;0;0;0;.. = neni aritmeticka

c)a=5,q9=-1
¢leny posloupnosti5;-5;5;-5;5;.. = neni aritmeticka

d)a =0,q9=0
- ¢leny posloupnosti0;0;0;0;0;.. = je aritmeticka s diferenci 0

PF. 7: Dokaz, ze posloupnoﬁﬁD’Z”*l)‘:z1 je geometricka.

- Hledame v definici geometrické posloupnosti podrajrktera odliduje geometrickou
. posloupnost od ostatnich posloupnestimusime dokazat, Ze plat;,, =a, [q.

a,=502"

a. = 5P = grp2

Dosadime5[2™? = 5[4 /:5

2P = 2'1+1m1 s

' 2=q

Vztah a ,, =a, [g plati pro vSechnyleny posloupnosti= posloupnos(SEP_”“) je

o
n=1

' geometricka (s kvocientem 2).

Geometricka posloupnost je stejravidelna jako aritmetické> mél by existovat vzorec
pron-ty ¢len.



Najdi vzorec pran-ty ¢len posloupnosti zifkladi 1 a 2. Vyslov hypotézu o vzorci
aritmeticke posloupnosta;;a,,, =a, [4;nON.

a) ¢cleny posloupnosti mam jiz vlastpravené, aby byl kazdy vyjéeh pomocia, ad:

- posatesni mnozstvi a =10
po 5 minutach a, :10%
2
. po 10 minutach a, = (1og1zj} = 1({&)
' 2)2 2
I B 2] 3
' po 15 minutach a, = 10[ﬁ1 1. 1({—1
| 2 2
' r 3— 4
' : 1 1 1
. po 20 minutach =l100=1| |==1d =
’ g % Eﬁz 2 C{Z
| : AN ET A
' po 25 minutach =100=1 |==1d =
P % [ﬁz 2 ({2
1 r 5_ 6
po 30 minutach a, = 10[?1 1 = 1((_1
! 2) |2 2

3,=a,,

! n-1
- Zda se, Ze posloupnost by mohla byt dana vzo{c&&j }

@:1%;yﬂ

2 2

n=1

' b) &leny posloupnosti mam jiz viastupravené, aby byl kazdy vyjéeh pomocia, ad:

pocatesni hodnota n, =50000C

- po 1. roce n, =50000070, 9°

po 2. letech n, =(50000070,9700,9% 500000 0,%
po 3. letech n, =(50000010,97) 10,9% 5000QD 0,
' po 4. letech ny =(50000010,97) 10,9%  5000aD 0,
po 5. letech n, =(5000000,97)00,9% 5000@D 0%

- n,=n,_, [ =50000070,97"

Zda se, Ze posloupnost by mohla byt dana vzor[c%@OOO]O,Q‘le

(oo}
n=1"

Oba odvozené vzorce maji stejny tvayfe™ = ziejme plati: geometrick& posloupnost je

- dana vzorcenﬁa1 m”ﬂ X
| n=.

O spravnosti naSi hypotézy se musifesgdcit. Zkusime dkaz matematickou indukci:



PF.9: DokaZ \&tu: V geometrické posloupnogia, ), s kvocientent plati pro kazdé
nON a, =a[@"".

- 1. Owéfime platnost pron=1
"a =a,0=a[6°=a, = pron=1 vzorec plati

2. Predpokladame, Ze vzorec plati prck a dokazujeme, Ze plati i prok +1
Vime: a, =a, [

' Chceme dokézat, ., = a, [0 ™" =a, G

Urcité plati rekurentni vztah pro geometrickou posloupnag, = a, [q
Dosadime do rekurentniho vyjéti zaa, = a, [ ™"

8., =a,[0=a," [ =20 =2, - o jsme chil

. Poddilo se nam vztah dokazat.

Pedagogicka poznamkaPokud nestihamefgdchozi piklad vynechavame aidlaz bul’
rychle uglam na tabuli nebo ho uplpreska@ime.
Ted’ uZ mizeme napsat s jistotou:
V geometrické posloupnos([hn) _, S kvocienteng plati pro kazdénIN

3, =a "

Vzorec je hod#é podobny vzorci pro aritmetickou posloupnosttoprném vystupujetlen
(n-1), protozetlen a, jsme kvocientem je&tnenasobili.

Vzorec geometrické posloupnostigpmina pedpis exponencialni funkce> geometricka
posloupnost je specialnintipadem exponencialni funkce.

Pr. 10: U nasledujicich aritmetickych posloupnosti sestawec pron-ty ¢len, najdi
rekurentni vyjateni a uéi a;.

a)a=2,09=2
1

b) a,=1,9==

)& =La=2
C) |:3(_1)n_l:|n:l
d) a =+3;a,, =3, A/3;n0ON
o [¥].
@) a=209=2
- rekurentni vyjateni: a, = 2;a,,, =a,[2,n0ON

vzorec pran-ty ¢len: a, =a (" =22 =2
a,=2°=64

00




5 1
b a,=Lg=g

nejdiive si utime a,: a;, =a,[f = azz%:l:s = ai_E___

rekurentni vyjateni: a, =9;a,,, =a, %,nD N

E 1 n-1 1 n-3
- vzorec pran-ty ¢len: a =a (4" = 9[&) = (?J

O[3y

posloupnost je zadana vzorcem paty ¢len = a, =3, q=-1

n=1

rekurentni vyjateni: a, = 3;a,,, = a, [{-1) ,nON
' vzorec pran-ty ¢len uz mame
- a,=30-1)°"=-3

d)a =v3a,,=a J/3n0N

- rekurentni vyjageni uz mame

a= \/5 , q= \/,’___3,

vzorec pran-ty dlen: a, =a, " = BE/E T =J3
6

ag :\/é =27

DIEN
' pozor, to nenf klasicky vzorec prety clen = musime vztah upravit do tvaru vzorce prty
- glen

' 3"=3EF"' = a=3,q=3

- rekurentni vyjateni: a, =3;a,,, =a, (B;nON

vzorec pran-ty élen: (3[3“‘1)

2=

©
n=1

| Pr. 11: Petakova:

strana 67/c\ieni 9 b) c)
strana 67/cwieni 10 b)

strana 67/cvieni 12 a) c) d)



Shrnuti: Posloupnost v niz kazdyen ziskame Zlenu gedchoziho vynasobenim stejnym
¢islem se nazyva geometrick&i Pypoctu jejihon-téhoclenu nasobime prvigien

(n-1) mocninou kvocientu.



