8.2.2 Vzorce pro aritmetickou posloupnost

Predpoklady: 8201

Pi. 1:  Pro aritmetickou posloupnost platj =3; d =2. Urci ¢len a, aniz bys woval a, .

. Mohli bychom pomoci vzorce proty ¢len ukit ¢len a, a pak pomoci stejného vzorceiur
a,. Tento postup zakazuje zadatikfadu a je slozZifjsi.

Zkusime to jinak:

- Abych se odilenu a, dostal ketlenu a, musimétyiikrat (9—5= 4) pricitat diferenci=
8, =a,+4MH = 3+ 402= 1

Clen a, se rovna 11.

Pi. 2:  V aritmetické posloupnosti s difererttivypaditej hodnotulenu a,, pokud znas
hodnotua, .

- Je to stejny fiklad jako gedchozi, akorat gitame v pismenkach.
' Keélenu a, pricitat diferencid ato(s—r)krat= a,=a +(s-r)d.

Vzorec funguje i pro vyptet predchoziha@lenu. Dosadime hodnoty Zikladu 1:
d=2, a, =11, paitametlen a; =a, +(5-9)d =11+ (5 9 2= &

V aritmetické posloupnosfia,)”_ s diferenct plati pro véechna,sON
a,=a +(s-r)d.
Vzorec je mozné snadno interpretovat suncity ¢len v posloupnosti vypidu

z libovolného pedchoziho tak, Ze k jeho hodagkipoctu tolikrat diferenci, o kolik je jeho
index WtSi. (@i vypoctu z nésledujicihélenu odegitam)

Pr. 3: (BONUS) Dokaz pomoci vzorce prety ¢len aritmetické posloupnosti platnost
vzorcea, =a, +(s-r)d.

- Pro¢leny posloupnosti ve vzorci plati:
g =a+(r-1)d

a=a+ (S—l) d

' Rovnice odéteme:
a-a=a-a+(s-1)d-(r-1)d
~a-a =d[(s-1)~(r-1)]

a,-a =d(s-r)

a =g +d(s-r)



Dodatek: Nam uz znamy vzorec prety ¢len aritmetické posloupnosti neni nic jiného nez
specialni pipad vzorcea, =a, +(s-r)d, kdy dosadimes=n ar =1.

PF. 4: V aritmetické posloupnosfa, ), jsou danyleny a, =6, a, =34. Urti d, a, a a.

- Dosadime do vztahu meaj aa,: a,=a, +(s-r)d
a,=a,+(11- 4d

' 34=6+ T

7d=28

d=4

' Ted ukime a, :

ca,=a +(n-1)d = a, =a+(4-1)d
 6=a, +34#

=76

' Ted uZ snadno dogftame libovolny&len posloupnosti, zname vzorec proy clen:
a,=a+(n-1)d=-6+(n-1)4

8, =-6+(8-1) 4= 22

Pro zadanou posloupnost plati=4, a = -6, a; = 22.

Dodatek: ProtoZe vzorec nevyZzaduje, abychom dpdosazovali z& vétsi cislo nez za,
mazeme pedchozi piklad pasitat i takto:a, =a, +(s-r)d

a, =a,+(4-11)d
6=34-d
7d=28 = d=4.

Pedagogicka poznamkaiNe¢kteri studentireSi gredchozi piklad zpangti bez vzord@. Neni
tieba proti tomu bojovat, uz v nasledujicitikfadu WtSinou ztroskotaji na
,08KlivéjSich“ ¢islech. KdyZ se s nimi bavim, pouze se jim snaXéazat, Ze i
jejich vypaset v podstat kopiruje vyp@et pomoci vzorce a jeho pouZiti je
Jistota“ v nefiznivych podminkach.

PF.5: V aritmetické posloupnosfia, ), jsou danyleny a, =2, a,,=-2. Ut d, a a
8-

' Dosadime do vztahu meaj aa,: a,=a, +(s-r)d
- a,=a,+(10-7)d

- -2=2+d

3d=-4
L4

| 3
- Ted urtime a;:
a,=a+(n-1)d = a =a+(7-1)d



| 4
L 2= el ——
g %+[ﬁ3j

' 2=a,-8
a =10
- Ted’ uz snadno dogftdme libovolny&len posloupnosti, zname vzorec prdy ¢len:

a,=a +(n-1)d :10+(n—])(—§j

(4o

' Pro zadanou posloupnost plati= —g, a =10, a,, = —4—;.

Pedagogicka poznamkaNasledujici piklad feSime na tomto mist pripadt, Ze do konce
hodiny zbyva alespp25 minut.

Pr. 6: Na referatu cizinecké policie je pro Zadatele @pvai viza vymysSlen negtitelné
prahledny a pivétivy systém. Jeho sdasti je i zfisob podavani zadosti. Rano na
zatatku pracovni doby je vSem uchaie rozdano piadovécislo, podle kterého
pak mohou podavat Zadosti. Uchéizeez pdadovéhaiislo nemohou Zzadost podat.
Cekajici jsou do kancelé zvani piblizné rovnongrné.

V kolik hodin ma cenu se vréatit dekarny s ptadovymgéislem 87, pokud pdéch
hodinach piSel nafradu Zadatel &islem 21, po §i hodinach Zadatel &slem 45?
Kolik lidi s paradovymcislem z pedesSlého dne stélo nacasku fronty? Kde se
vzalo v krabici od bot oligjného policejnihoi@dnika 7 miliéh korun v hotovosti?

- Pokud zvemeekajici rovnonirng tvoii pafadovécisla pozvanych v celych hodinasleny
. aritmetické posloupnosti.

- Pozor: Prvntlen posloupnosti neni 1, protoze naétau museli byt uspokojegiekajici

- z predesleho dne.

. po tech hodinach ... a,=21

- po pti hodinach ... a,=45

. MiZeme speitat vSechny ostatiieny posloupnosti:
a,=a +(s-r)d

a,=a,+(6-4)d

- 45= 21+ A

- 2d=24= d=12

Uréime prvniclen: a, =a, +(n-1)d = a,=a,+(4-1)d
21=a +(4- )0z

21=a,+36

8, =-15

- Ur¢ime po kolika hodinachiijde nafaducislo 87:

&, =3 +(n-1)d

87=-15+(n- J 1z

(n-1)012= 102



n :1:%2+1: 9,5 - Je teba iijit po osmi a fil hoding.

- S pdadovymeislem 102 ma cenu se vracet po 8 hodinates(pji po 8 hodinach a 30

' minutach), coz znamena s velkou prégpadobnosttekat do dalSiho dne. OderejSiho dne
- zustalo 16¢ekajicich (musime zapftat i toho, ktery by ,mil“ v naSem péitani pdadové

' ¢islo 0).

- Jinak zfisob, jakym probihaifmiélovani viz a povoleni k pobytu’ @aZ zde nebo na nasich
. ambasadach v zahréhipati mezi velké ostudy nasSeho statu a 7 miliérkrabici od bot

' beze vSech rozumnych pochybnosti pochazi z GplBié fakt, Ze stara zasada trestniho
- fizeni speivajici v tom, Ze vina musi byt prokazana ,naderegimnou pochybnost*

' (,beyond all reasonable doubt”), zdegenerovataskeé justici na zasadu ,nhade vSi

- pochybnost“, ma velky podil na tom, Ze je vcelkagmné pachat &teré druhy trestné

. ¢innosti. Vymluvam, které souzeni v takovydiigadech pouzivaji (nalez v lesédittvi po
" babisce ...) totiZ niiZe \&fit pouze naivka nebsesky soudce.

Nyni se pesuneme odkolik stoleti zpatky, na konec 18 stoleti do BrukavDo zdejsi
zakladni Skoly chodi také maly Carl Friedrich Gafisatematiky familiéréa zvany Gaussik).
| pres swij nizky vek ma povst mimaadného matematického talentu. Paieluz ma
dneska dti plné zuby. Ptad vyruSuji, nedavaji pozor, neustale nikdo rejaké dotazy. A on
by si @i tom tam tak pdeboval odSkrtatitdnici. Rozhoduje se pouzitigwblibeny trik,
zadava dtem obtiznou a zdlouhavou praci ¢is¢ vSechndisla od jedné do sta. To jim bude
trvat minimalré hodinu.

Bohudik dneska ma opravdu &lon Sotva dosedl keitinici, ke stolu uz &i Gaussik aikei,
Ze piklad spd@ital a spravny vysledek je 5050.

Zkoprrely ucitel spravny vysledek samigmeé nezna a tak jeStzkusi oponovat tim, ze'gce
neni mozné tak rychle &st tolik ¢isel. Gaussik hned vy&lije, Ze on rozhodhvSechna
Cisla nesital, pry stdi....

Pr. 7. Vyswtli, jak Gaussik doSel ke spravnému vysledku, estypného sgeni vSech
Cisel.

L ...stai, kdyz sicisla v sodtu (v posloupnosti) spojime do dvoijic:

AR

1+2+3+4+45+6+...+95+96+97+98+99+100

N

VSechny dvojice maji stejny séet 101
- Dvojic je celkem 50 (posledni dvojici tiicsisla 50 a 51)
. = itdm 50 dvojic po 101> souwet se rovna 5050.

Podobrt mizeme s&ist i prvnichn ¢leni aritmetické posloupnosfa, ) ", -
NapiSeme si s@et: a, +a,+a,+...+a,_,+a,_,+a, =S,

NapiSeme si ho jeSfednou v obracenem fadi: a, +a,, +a,,+...+a,+a,+a,=s,
at &t at..ta, ,+4,,78, =5

& ta tat.. et at a=s

Obg rovnosti séteme:



a ziskame(a, +a,)+(a, +a,,) +(a;+a, ,) +..+(a. ,*aj)+(a_ +ra)+(a +a)= 25
Souty ve vSech zavorkach jsou stejné:

(a+3)=(a+a.) = (a+a,) == (8 +a)=(a.+a) =(a +a)
Zavorek je v soétun = mizeme psatn(a, +a,) = 2s,

_n
s =5(a+a)

Pro sowet s, prvnichn ¢lend aritmetické posloupnosfia,)”_ , tedy pro

e n
B*a,t..+g,,+3,,+a, platiis, =2 (a +a)

Pr. 8: Urci soket:
a) vSech jednocifernychipozenycheisel
b) vSech dvoucifernych sudy¢tsel
c) vSech trojcifernych nasobKisla 7
. a) vSech jednocifernychipozenychéisel
E . n
- dosazujeme do vzorcg :E(a1 +a,)
a=1,a,=9, ziejm n=9
- zkontrolujeme hodnota vzorcem:a, =a, +(n-1)d = 9=1+(n-)d=>n= 9
uréime souet: s, =g(a1 +a,) :%(1+ 9) =45

Vysledek nizeme snadno zkontrolovat icng.

b) vSech dvoucifernych sudycisel

- a,=10,4a,=98,d=2

" hodnotun urgime vzorcema, =a, +(n-1)d = 98=10+(n-J [z
- 88=(n-92

n=44+1= 48

R n 45

' urcime sodet: s, :E(al +a,) :7(10+ 98 = 243(

c) vSech trojcifernych nasobkisla 7

- a, =105, a,=994, d =7

" hodnotun uréime vzorcema, =a, +(n-1)d = 994=105+(n- } O

- 889=(n-1)7

=127+ 1= 12¢

e n 128

' urcime sodet: s, =E(a1+an) :7(105+ 994 = 7033

Pedagogicka pozndmkaStudenti ¥tSinou hodnotun odhaduji. Nebranim jim, aleig-eSeni

bodu b) se objevi velké mnoZstvi chyb gr@ii urcovanicislan. Ackoliv to na
prvni pohled jde proti hlavnimu z&nm webnice, doporéuji na zaklad této



zku3enosti studetin, aby si hodnota ovéiovali vypaitem podle vzorce. Spatny
odhadn je pricinou nej¥tsiho pdétu chyb a ja sdm s nim mamgdals problémy.

H Pr. 9: (BONUS) DokaZz vzorec po séet prvnichn ¢lena aritmetickérady matematickou
‘ indukci.

- 1. Ow¥ime vztah pron=1

- itame jedingislo a, = s,

dosadime do vzorces, =g(a1+an) 31——(31+al) ai a,

2. Predpokladdédme platnost vztahu pron = k a dokazu1eme platnost pron=k +1:

Vime, Ze plati:s, =g(a1+ak) =a+a,+..+a,.

Chceme dokazat, Ze plat;,, =k7+1(a1+ak+1)

S..; Je souetclend posloupnostis,,, =a, +a,+...+a, +a,,,.
PouZijeme vzores, =g(a1 +a)=a +a,+..+8 = S, =S +au

NapiSeme vztahs,,, =S +a,,, = g(aﬁ a ) *+a,.,,, vzorec pros,,,, ktery potebujeme

odvodit, neobsahujéen a,, aleclen a,,, = v nehotovém vzorci musime nahrasjt
clenema,, 1 a, =a,,,-d.
' Diferenci si také musime vyjatdpomocia,, a,,, ak:

ak =a,+[(k+1)-1]d-a+kd=d= a“lkai:ak a,-d=a,,- ak—k_al

Dosadime do vztahts,,, = (a1+ak)+ak+1 k(a A, +a,,,

i K. k. K au- -
;51<+1:Eaﬁzam_—zga“TﬁLam:—231+—23k+1‘—ak1 a1+ak+1

2
2 2 2 2

= + =
: Sk+l ak+1 2 2 2

e 5 e
§S<+l a12 2 ak 2 2 1 2 ak+l 2 2 ak+

akaij
k

H Pi. 10: Petakova:

strana 68/c\ieni 19 a)
strana 68/cwieni 27

strana 68/cwieni 32

Shrnuti: Pokud skleny aritmetické posloupnosti vhoglaparujeme, riizeme je snadno
sitat.



