8.2.1 Aritmetick& posloupnost

Predpoklady: 8101, 8102, 8103, 8107

Pedagogicka pozndmka¥V hodins rozctlim tridu na d¥¢ skupiny a kazd4 z nickeld jeden
Z prvnich dvou fikladua.

Pr. 1. V tovarre dokorti kazdou hodinu montaz 3 automdbiNa z&atku snény bylo ve
skladu (po pedchozi sén¢) 5 neodvezenych automotilKolik hotovych
automobiti bude na sklatina konci smany (po 8 hodinach), pokud v jejimgiéhu
Zadny hotovy automobil neodvezou?kRad fes jako rekurentni posloupnost.

' Budeme sledovat get automobil po hodinéach:
a =5 (na z&atku snény)
a,=a,+3=5+3=8

' a,=a,+3=8+3=11

a,=a,+3=11+ 3= 1

a,=a,+3=14+ 3= 17

8, =a;+3=17+3= 2C

- a,=a,+3=20+ 3= 2¢

@, =a,+3=23+ 3= 2¢

| a,=a,+3=26+ 3= 2¢

Na konci sminy bude ve skladu 29 automabil

Pr. 2. V zemské troposfeé plati, Ze s rostouci vysSkou klesa teplota.i8znadmaské
vySky o 1 km znamena pokles teploty@®® C. Urci teplotu v nadmiské vysce 5

km, pokud je g hladine mare 25°C. Priklad fe$ jako rekurenthzadanou
posloupnost.

. Postupujeme podobnako v edchozim fikladé, postupg pacitame teploty v jednotlivych
- vyskach:

- 1,=25 (pri hladine mare)

' t,=t,-6,5= 25- 6,5 18,

t,=t,-6,5=18,5 6,5 1

' t,=t,-6,5=12- 6,5 5,

' t,=t,—6,5= 5,5 6,5~

t,=t.—6,5=-1- 6,5=— 7,

Ve vyice 5 km je teplota7,5° C.

Pr. 3: Najdi spol€énou specialni vlastnost oboiepchozich posloupnosti.

. U obou gredchozich posloupnosti plati, Ze rozdil mezinda sousednimileny
' v posloupnosti je konstantni (v prvnirfigads jsme pdad gicitali stejnécislo, ve druhém
. piipack jsme stéle stejné&slo odgitali).



Posloupnost s uvedenou vlastnosti se naaygwdaeticka.

Posloupnosfa,)”_ se nazyva aritmeticka prékdyz existuje takovéislod, ze

n=
pro kazdé firozenéislon plati a ,, =a_ +d. Cislod se nazyvdliference
posloupnosti

Pro diferenci platid = a,,, —a, a tim se vysétluje i jeji volba nazvu.

Pr. 4. Ur¢i diference aritmetickych posloupnostiikpadi 1 a 2.

- a) v gikladu 1 platia,,, =a,+3=d =3
- b) v prikladu 2 plati:a,,, =a, -6,5=d =-6,5

Pedagogicka poznamka:Jako obvykle vdchto situacich. #klad neni zbytény, rektefi
teprve nyni zé&inaji vnimat pedchozi definici.

Pr. 5:  Nacrtni grafy aritmetickych posloupnosti tikladi 1 a 2. Jaky typ funkce je
analogii aritmetické posloupnosti?

A\ 4

AR
o
L
T
[ —
N
w
NG
oDe
X o+




. V obou gripadech lezi vSechny body grafuiimce = aritmeticka posloupnost je specialni
' ptipad linearni funkce.

Dodatek: Predchozi zaér je Zejmy i faktu, Ze diference (tedy rozdil mezi nasjécmi
hodnotami) je stale stejna.

Pr. 6: Rozhodni, zda dandi €isla tvdi tfi po sol& jdoucicleny rejaké aritmetické
posloupnosti. Pokud anodidiferenci.

a) ~;—:1
6 12
b) x* —3;(x—1)2 (x- 2)2

. pokud zadana trojic&isel tvai tfi po sok& jdoucic¢leny aritmetické posloupnosti, musi byt
 jejich rozdil stejnéislo

N
: 6 12
_ f_1_7-2_5
& "8 12 6 12 12
_ _1_1 12-7_5
G "% 12 12 12

Jde ot po sol& jdoucicleny aritmetické posloupnosti s diferersrlgtz'.

b) x2—3;(x—1)2 ;(x—2)2
arm‘%-l:(X—l)z—(X—Z)Z:(xz—2x+:|)—(x2— A+ z): X— :
a,-a :(x2—3)—(x—1)2 :x2—3—(x2— 2(+]): N— L

' Nejde o ti po sol# jdoucicleny aritmetické posloupnosti, rozdily po sgthoucicheisel jsou
L razné.

PF. 7: Dokaz, Ze posloupnogBn-1)"  je aritmeticka.

- Hledame v definici aritmetickeé posloupnosti podmipktera odliSuje aritmetickou
- posloupnost od ostatnich posloupnestimusime dokazat, Ze plat;,, =a, +d.

a,=3n-1
a,,=3(n+1)-1= R+ 2
Dosadime:a,,, —a, :3n+2—(3q—j): 3=d

' Rozdil dvou po sabjdoucichelent je konstantni= posloupnos{3n-1)"_ je aritmeticka (s
- diferenci 3).

Pedagogicka poznamkal kdyz nejde o nic jiného nez zopakovatikfadu 6, maji studenti
se 7 zn&né problémy.

Aritmeticka posloupnost je specialripead linearni funkce, pbeh aritmetické posloupnosti
je pravidelny= mél by existovat vzorec pro-ty ¢len.



H PF. 8: Najdi vzorec pran-ty ¢len posloupnosti zifkladi 1 a 2. Vyslov hypotézu o vzorci
aritmeticke posloupnosta;;a,,, =a,+d;n0ON..

" a) zkusim si upravovateny posloupnost tak, aby byl kazdy vyjéd pomocia, ad:
a=>5 (na z&atku sngny)

a,=a+3=a+1[B=18

 a,=a,+3=a,+3+3= 5+ A3 1

a,=a,+3=a,+3+3+3= 5+ 313 L.

a,=a,+3=a,+3+3+3+ 3= 5 413 1

a, =a,, +3=5+(n-1)[B
Zda se, Ze posloupnost by mohla byt dana vzor[c@n(n—l) EB]

00

n=1"

b) zkusim si upravovaieny posloupnost tak, aby byl kazdy vyjéd pomocia, ad:
' 1,=25 (na hladig more)

t,=t,-6,5=t,~ 16,5= 18,!

t,=t,-6,5=t,- 6,5 6,5t,+ Z(- 6,5= 1

t,=t,-6,5=t,- 6,5 6,5 6,5t,+ - 6)5= 5

t,=t,-6,5=t,- 6,5~ 6,5 6,5 6,5+ 4~ 6)5-
t,=t,,—6,5=t,+(n-1{-6,9

Zda se, ze posloupnost by mohla byt dana vzorc@r (n - 1) [@—6,5)]::1.

Oba odvozené vzorce maji stejny tvay:+(n-1)d = zrejme plati: Aritmeticka posloupnost

je déna vzorceria, +(n-1)d "

Pedagogick& poznamkaTady je pateba hlidat studenty (spiSe ty dyi). Casto odvozuji
vzorec ve tvara, +n[@]"_ atento vzorec jim dokonce dava i spravné vysledky
protoze v pikladech jako je 1 nebo 2 indexuji od 0. K&jad paet aut ve skladu
po osmi hodinach prace pré nenia,, ale a, (bezpochyby je to i logtejsi). Je
nutné, aby si studenti ujasnili, ze u posloupnositime a, prvniclen , tedyclen,
ke kterému se diference rfefitala jeSt ani jednou a proto seiest keclenu a,
pricitala pouze(n—l) krat (index zkratka nesouvisi sgpem gicitani diference,
ale umistnim ¢lenu viack).

O spravnosti naSi hypotézy se musifesgdcit. Zkusime dkaz matematickou indukci:



PF.9: DokaZ \tu: V aritmetické posloupnosfia,)”_ s diferenctl plati pro kazdéON
a,=a +(n-1)d.

- 1. Ow¥ime platnost pron=1
' a=a+(1-)d=a,+00=a, = pron=1 vzorec plati

2. Predpokladame, Ze vzorec plati prc&k a dokazujeme, Ze plati i prok +1
' Vime: a, =a +(k-1)d

' Chceme dokézag, ,, = a,+[(k+1)-1]d =a, +k[d

Urcité plati rekurentni vztah pro aritmetickou poslougnes,, = a, +d

' Dosadime do rekurentniho vyjéshi zaa, =a +(k-1)d:
a.,=a+(k-1)d+d=a+kd-d+d=a,+kd -tojsme chtli

- Poddilo se ndm vztah dokéazat.

Pedagogicka poznamkaPokud nestihamefgdchozi piklad vynechavame aidlaz bul’
rychle uglam na tabuli nebo ho Uplpreska@ime.

Ted’ uz mizeme napsat s jistotou:
V aritmetické posloupnosfia, ) s diferenct plati pro kazdéON

a,=a +(n-1)d.

Pr. 10: U nasledujicich aritmetickych posloupnosti sestawec pran-ty ¢len, najdi
rekurentni vyjateni a uéi a,.

a)a=4,d=-2

b) a,=8;,d=5
c)[7+(n-1)2]

d)a =ma,,=a,+2mn0N
e)[-2+n0

‘a)a =4,d=-2

rekurentni vyjateni: a, =4;a,,, =a, - 2,n0ON

vzorec pran-ty ¢len: a, =a, +(n-1)d = 4+(n-1 (-2
a,=4+(13-)(-9 =«

'b)a,=8d=5

nejdive siutimea,: a,=a,+d = a =a,-d=8-5=3
rekurentni vyjateni: a, =3;a,,, =a, +5n0N

vzorec pran-ty ¢len: a, =& +(n-1)d =3+(n-1 (5

- a,=3+(13- ) B= 6:



o [7+(n-0 2],

posloupnost je zadana vzorcem paty ¢len = a, =7, d =2
rekurentni vyjateni:a, =7;a,,, =a, +2,n0ON

- vzorec pran-ty ¢len uz mame

a,=7+(13-) 2= 3

“d)a=7a,,=a,+2mn0ON

rekurentni vyjageni uz mame

e, =m,d=2mr

vzorec pra-ty ¢len: a, =a, +(n-1)d = 7+(n-1) 27
- a, =m+(13-1) 7= 257

‘e)[-2+nE,

pozor, to neni vzorec proety ¢len = musime vztah upravit do tvaru vzorce prty ¢len
- —2+nB-3+3=-2+ dn- )+ F ¥(n- )0 = a=1,d=3

rekurentni vyjateni: a, =1,a,,, =a,+3;n0ON

- vzorec pran-ty ¢len uz mame

- a, =1+(13- 1) B= 37

PF. 11: Petakova:
strana 67/cwieni 9 a)
strana 67/cwieni 10 a)
strana 67/cwieni 11 a) b) c)
strana 67/cvieni 15 a) b)
strana 68/cwieni 17 a) b)

Shrnuti: Posloupnost jejiz po selmasledujictleny se lisi o stejnéislo se nazyva
aritmeticka. B vypoctu jejihon-téhoclenu gicitame k prvnimulenu diferenci

(n-1)krat.



