8.1.7 Dukaz matematickou indukci |

Predpoklady:8102, 8103

Pedagogicka pozndmkaNebudu zastirat, Ze &pobem, kterym jeikaz matematickou
indukci zpracovan t& jsem ho nikdy natil. M &l jsem pivodre pripravenou latku
na jedinou hodinu, ale bohuZel se ukézalo,&&iva studerit neni schopna
vstiebat vSechno, co s¢hem této hodiny probiralo. Rodd jsem proto giklady
do dvou hodin a nageneroval k nim dalSi analogické.

V prvni hodirg je vlastni vys¥tleni dikazu a piklady, u kterych n&ni studend
potiZze jednak pochopeni dokazovaného problémurekedosazeni pra =1
(které je nafiklad u dikazu vzorce pro s@et aritmetick&ady pro ¥tSinu
nepochopitelné). iftkklady na vzorec pro-ty vzorec a dlitelnost stidam schvalg,
protoze jednak seigtia snér pohledu na metodu a jednak to snad trochu brani
zmenchaniténi metody.

Pi. 1. Je dana rekurentni posloupnest 3;a.,, = a, + 2;n0N . Napi$ prvnich § ¢lena
posloupnosti a odhadni vzorec pray ¢len.

- cleny posloupnosti3;5;7;9;11;..
- Jde o lich&isla, zainajici 3= odhad vzorcg2n+1)"
- Pokud dosadime zaD{1;2;3; 4;3 ziskame prvnichgb ¢lena posloupnosti vySe= vzorec

(2n+1)"_ je spravny

BohuZel tak jednoduché to neni, net@me s jistotou tvrdit, Ze vzorer; = 2n+1 plati pro

vSechna firozenacislan, vzdyt' jsme ho zkusili pouze na prvnichtgisel. Zatim jde pouze o
hypotézu (podloZenowp vypocty). Jak dal?

VyzkouSet vSechnafpozenétisla nejde (je jich nekokde¢ mnoho)= musime uvazovat
JZIrIl?Ji;.ime si nahodnjak vypada situace pratéi cisla:

Kolik by mélo byt a,,,? a,,, =2n+1= 2100+ & 20.

Predpokladam, zey,, je spravi. Bude vzorec spra¥rtaké proa,,,?

Kdyz znama,,, mizu to ofit dosazenim do rekurentniho vzorce:

a, =8, = a0+ 2= 201+ 2= 203= 202 & @ 10% 4 n2

Pokud plati vzorec pra,,,, plati vzorec i proa,.

Neslo by to obechpro a, aa,,,?

Predpokladam, Ze plat, = 2k +1, chci dokazat, Ze platg,,, =2(k+1) +1.
Zkusim to z rekurentniho vztahu:

&, =a +t2=2&k+1+ 2= k+ 2 E :{k+ )_+ .= presre vzorec, ktery jsme céii.

Tim jsme doké&zali, Ze vzorec opravdu plati pro vSéma prirozenag¢isla.



Jak to?

Zopakujeme si co vime:

1. Vzorec plati praa;; a,;a, a,a;

2. Pokud plati vzorec pro libovolrifen a, , plati i pro nasledujicilen a, ,; .
=

plati-li vzorec proay (uz vime, ze plati z bodu 1), plati i pag

plati-li vzorec proag (uz vime, z pedchoziradky), plati i proa,

plati-li vzorec proa, (uz vime, z pedchoziradky), plati i proa,

a tak by Slo pokrsovat pdad dal az do nekotiea

MuzZeme argumentovat i obrace& Co kdyby vzorec prodaké ¢leny neplatil? Vezmu
prvni takovyclen a oznaim ho a,,, . Pro ffedchoziclen a,, ale vzorec plati (abwg,,,, byl
prvnim¢lenem pro ktery vzorec neplatfy podle bodu 2 plati vzorec i p@,,, (spor s tim,
Ze pro ®j neplati).

Prirovnani: Do tidy prichazi novy student a paaditeliika, Ze bude nejmensi uék. Jak to
oVerit? Aby se nemusel se vSentepeiovat, postavimitdu dorady podle velikosti. Pokud
bude kdokoliv iack vétSi nez novéek bude ¥tSi nez novéek i ten, ktery je napravo (jako
vétSi) od &) (analogie bodu 2). Stapreneiit nov&ka s prvnim studentemiad (tim
nejmensim), (analogie bodu 1) pokud je teriidivnez novéek je novéek opravdu nejmensi.

Praw jsme si ukazali novy typ matematickéhitkdzu,diikaz matematickou indukci
Timto dikazem se dokazujity typu: ,Pro vSechnaipozen&tisla platiVv (n)

Dukaz matematickou indukci se sklada ze dvou krok

1. Doké&zeme, Ze pIatV(n) pro n=1 (owteni vzorce prag,, premeieni nejmensiho
puvodniho studenta s notkem)

2. Pro kazdé fFirozené&islok dokazeme: Jestlize plath/ (k), pak plati i V (k +1).

(owveéteni vzorce prag,,, za [Fedpokladu, ze plati pre, , s&azeni tidy podle velikosti).

Bod 2 si nizeme pedstavit jako vytvieniietzu a bod jedna jakadolélani paatkuretézu
ke kilu. Kazdyclanekietzu je nyni peva pridélan ke Kilu, protoZeclanky drzi pohromatl
(bod 2) a prvni jeiidélan ke Kilu (bod 1).

Pr. 2: Dokaz pomoci matematické indukce, Ze pro vSecheryy posloupnosti

a, :%; 8, =2a,;n 0N plati vzorec pravty clen (272"

- Postupujeme podle krék
' 1. owieni pron=1

a, :2”‘2:a1:21‘2:% = plati (3, je%)

2. predpokladam, Ze vzorec plati pr&k a dokazuji ho pro k +1
- predpokladam, ze vima, =242



zjisStujeme zda platia,,, = olHt)2 = gt pouziju rekurentni zadani a s pomocia,
“dlen a.,: a,, =2a, = 2[P° = 2, dosadil jsem vzorea, = 2? a ziskal jsem vztah pro
' a,,, = Véta plati pro viechna

PF. 3: DokaZ pomoci matematické indukce, Ze pro viechinazenagisla plati:3/n® + 2n.
(3 &kli ¢islo n®+2n).

Postupujeme podle krék

- 1. owfeni pro n=1

' n*+2n=1+ 20= 3je dlitelné 3 = plati

- 2. predpokladame, Ze vzorec plati pr& a dokazuji ho pro k +1

- predpokladame, Ze vim&/k® + 2k

' zjistujeme zda plati3/(k +1)3 + 2(k+ 1 = upravujeme vyraz tak, abychom vyuzili
3/K3+ 2k

C(k+1+2(k+D) =K+ E+ K+ B R+ 2K+ R+ B+ B+ 3K+ 2k+3(k* +k+1)
- gerven&ast vyrazu je ditelna kvili predpokladu3/k® + 2k

. = véta plati pro vSechna

Pr. 4: Dokaz pomoci matematické indukce, Ze pro vSec¢hary posloupnosti

a =0;a,,=2-a ;n0N plati vzorec prow-ty ¢len (1+[_]]n)

©
n=1

- Postupujeme podle krak
- 1. owieni pron=1

a,=1+[-1"=a =1+(-1) = 0 =plati (a je 0)

- 2. predpokladam, Ze vzorec plati pr a dokazuji ho pro k +1

 predpokladam, ze vima, =1+(-1)"

' zji&ujeme zda platia,,, =1+(-1)""" = pouZiju rekurentni zadéni a spo pomocia, ¢len
Bl B =2-8, = 2—(1+[—]]k): 2-+(-)=#(- Y- Y= 2(- X", dosadil jsem

' vzoreca, :1+(—1)k a ziskal jsem vztah pra,, = véta plati pro vSechna

PF. 5: DokaZ pomoci matematické indukce, Ze pro v3echinazenagisla plati:2/n” +n.
(2 &li gislo n*+n).

- Postupujeme podle krak

1. owieni pron=1

- n?+n=1"+1= 2 je ddlitelné 2 = plati

| 2. predpokladame, ze vzorec plati pré& a dokazuji ho pro k+1

- predpokladame, ze vim&/k? +k

zjistujeme zda plati2/(k +1)2 +(k+1) = upravujeme vyraz tak, abychom vyuzili
- 2/K* +k:



(k+1)2+(k+1)=k2+2<+ T+k+ 1= k? +k+ 2k + 2= k? +k +2(k +1)

- Gerven&ast vyrazu je ditelna kwili predpokladu2/k? +k
. = véta plati pro vSechna

Pr. 6: Dokaz pomoci matematické indukce, Ze pro vSechinazenacisla plati:
5/2"™3-3. (5 &li ¢islo 2*™2 - 3).

Postupujeme podle krék

- 1. owreni pron=1

2P _3= 23 3= 27— 3= 128 3 12je dilitelné 5= plati

- 2. predpokladame, Ze vzorec plati pré a dokazuiji ho pro k +1
- predpokladame, ze vimé:/ 2%** - 3

. zjistujeme zda platis/ 2

+9+2 _ 3 = upravujeme vyraz tak, abychom vyu#li 2«3 - 3;

24('<+1)+3_3: T _ph#3 A3 o ok 3( > )__'_ F+3 _ g = o4k+3 g4 9%k+3 _ 3

0

- gerven&ast vyrazu je ditelna kvili predpokladus/ 2 - 3
- = véta plati pro viechna

Pedagogicka poznamkaPredchozi piklad se o hodi&asi nepoda stihnout. Zsazen je
hlavre kvali pouziti triku s gictenim nuly.

Pr. 7. Petakova:
strana 150/ceni 101 a)
strana 150/cveni 102 a)

Shrnuti:



