8.1.5 Vlastnosti posloupnosti

Predpoklady: 2110, 2111, 8102

Opakovani z funkci:
Funkce f (x) se nazyva rostouci, prakdyz pro viechna;; x, z defininiho oboru plati: je-

li x <x, pak f(x)<f(x,).
Funkce f (x) se nazyva klesajici, pr&dkdyz pro vSechna;; X, z definéniho oboru plati: je-

li x <x, pak f(x)>f(x,).

H Pr. 1. Z uzitim definic rostouci a klesajici funkce zforojudefinici rostouci a klesajici
‘ posloupnosti. Vyuzij symboliku pouZivanou u posloagti.

Posloupnos(ayq):’:l se nazyva rostouci, prakdyz pro vSechna,sON plati: Je-lir <s pak
a3 <a,.
' Posloupnosta,)”_ se nazyva klesajici, prékdyz pro viechna s[IN plati: Je-lir <s pak
a8 >a,.

Pedagogicka poznamkaPrvni pokus o vieSeni prvnihoifkladu dopadne katastrofou.
Studenti totiz do této chvili nijak negebovali vnimat, jaké rozdily mezi
znaenim funkci a posloupnosti vlastisou a tak nemaji Sandiiglad vyresit,
protoze si sami nerozmysleli, coden nahrazeno.

Resim to tak, Ze nejprve vdem vynadam a pak jim wkéyswtlim nasledujici
tabulku a poté, co oni beztgich problén piiklad vyfesi, si jedt rejpnu, jak je
vSechno jednodussi, kdyloveék alespa trochu vi, co dla.

Porovnani zn&ni u funkci a posloupnosti:
V obou gripadech jde oiedpisy, které z&&eho vyralsji ¢isla
vychazim z libovolné podmnoziry vychazim ze specialni podmnoziRy

~ A
M-I n” g,

fikame ,z¢islax jsme ziskali hodnoty (nebo ., , . .
f (x)) z ¢islan vznikl n-ty ¢len posloupnostig, )
Ok¢ definice nejsou ®&im vic nez pepsani definic pouzivanych pro funkce. Maji &aréa
nevyhody. Nafiklad pokud budu chtit dokazat, Ze jgaka posloupnost rostouci musim,
oVéfit nerovnost pro kazdou dvoijici, tedy kazégn musim porovnat se vSemi ostatnimi.



Pr. 2: Nakresli graf posloupnost; 2; 3;4;£. Vyzna do grafu vSechny dvojice, které musim
porovnat, aby dokazal, Ze tato posloupnost je ums$to
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U posloupnosti, ktera ma&pclena bych né€l porovnavat 10x.

M¢li bychom vyuzit faktu, Ze posloupnosti maji hodnospdadané a dokazovani rostouci
funkce zjednodusit.
Kolik porovnani nam bude stig?
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Stai pouzecervena tdna porovnani, kdyz vim ze platj >a, a a, >a, nemusim
porovnavata, a a, a vim, ze bude platia, > a,.

= posloupnost bude rostouci, pokud bude kaZely \£tSi nezlen predchozi.

Posloupnost(a, ), je rostouci, praw kdyz pro véechnanON plati a, <a,,,.

Véta je jasnd, festo ji musime dokazat.

Dukaz wta ma tvar ekvivalence:

posloupnos(a, ), je rostouci- pro véechnanON plati a, <a,,;.

= musim dokazat ,Sipku“ @ma sngry

1. dokazuji: =

vim: pro vSechna sN plati: Je-lir <s pak a <a, (funkce je rostouci)
chci: pro vSechna N plati a, <a,,,

Jednoduché: zvolim=n, s=n+1 a dosadim:

& <& = &, <8,

2. dokazuiji: O

vim: pro vSechnanOON plati a, <a,,,

chci: pro vS8echna s[IN plati: Je-lir <s paka <a, (funkce je rostouci)
Zvolimr aslibovolné tak, aby platilor <s.

Vim, Ze plati pro vSechnaON platia, <a,, = a >a., aleia,<a,, ... atak dale az
dojdu nerovnosti,,, <a, atedyia <a,.



Pedagogicka poznamka:e dobré, aby studenti pochopili, Ze v dréasti dikazu vlasts
pomoci podminkya, <a.,, vytvoiimeretz oda Kk a,.

Pr. 3: Zformuluj analogickou &tu pro klesajici posloupnosti.

- Posloupnost(a, ), je klesajici, praw kdyz pro vdechnanON plati a, >a,,,.

Pr. 4: Rozhodni, které z nasledujicich posloupnosti jestouci nebo klesajici:
a) ([_2] )n:l

b) (3n-1)"

C) (n_-'-ljw
n n=1

- Ve vSech pipadech nejtive napisemedkolik ¢lena posloupnosti a odhadneme zda
' posloupnost rize byt rostouci nebo klesajici. Pokud bude mitqgsiost jednu zthto
- vlastnosti pokusime se vlastnost dokazat:

),

- ¢leny posloupnosti=2; 4;- 8;16;- 32;64;. = urité neni ani rostouci ani klesajici

) (3n-1),

dokéazat a, >a_,, provsechnan[IN, a, :T’ a.,

: ; n
. dosadim do nerovnosti—- >

¢leny posloupnosti2;5;8;11;14;17;. = zda se, Ze jde o rostouci posloupnastmusim
- dokazat a, <a,,, pro vdechnanON, a,=3n-1, a,,, =3(n+1)-1= + 2

- dosadim do nerovnostBn—1< n+ 2
- —1< 2 plati pro vSechna

9.
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 cleny posloupnosti:I;—,—,—,—,—;... = zda se, Ze jde o klesajici posloupnestmusim

n+1 _n+2

- n+1
+1 n+2

) /h(n+1), pronON jde o kladn&isla, nerovnost se
n n

Eneménl'
(n+1>n(n+2)
n?+2n+1>n*+ N
' n>1

Pedagogickd poznamkaBod b) p@itam na tabuli, bod c¢) uzkji pouze studenti
v lavicich.



Pi. 5. Rozhodni, zda je posloupnoat=4;a,,, =a,—2;n0N rostouci nebo klesajici.

' Nema cenu ani pséteny posloupnosti, posloupnost je klesajici, codjt i po dosazeni do
' nerovnosti:a,,, <a,

A, =a,-2<g,

Pedagogickd poznamkaPredchozi piklad je samoiejme¢ strasg jednoduchy. Jde jenom o
to, jestli studenti dokazi znit pristup a nebudou se snazit dosazovat do vzorce,
ktery ve skuténosti neznaji.

Pr. 6: Rozhodni, zda je posloupno(s{ﬂ— n]z) rostouci nebo klesajici.

o
n=1

. ¢leny posloupnosti0;1;4;9;16;25;.. = zda se, Ze jde o rostouci posloupnastmusim

dokazat a, <a,,, pro véechnaON, a, =(1-n)’, a,,, = (1—[n+]])2 =(-n)" =n?

i ] 2
' dosadim do nerovnost{i-n)” <n’

1-2n+n®<n®
P 1<2n
' n>0,5, protoZe plati, Zea[JN nerovnost plati= posloupnost je rostouci
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