7.5.15 Parabola a p fimka

Predpoklady: 7505, 7506, 7511, 7512, 7513

Pedagogicka poznamkaNa probrani celého obsahu jelia tak jeden afpvyucovaci
hodiny. Pokud tolikasu nemate, je p@tba bd’ rychle prolghnout dvodntast
nebo vynechat posledniiklad a zadat ho na domadigravu.

Ceka nés posledni hodina o parabolach a staterje¥tme, pro se satelitni antérika

parabola= nejvySSicas rozeSit tuto zahadu.

PF. 1: Na obrazku je nakreslena parabafa= 2py s ohniskenf, fidici piimkouq a
vrcholemV[0;0]. Bod X,[%,; ,] je libovolny bod parabolytizny od vrcholu.
Ozn& patu kolmice vedené bodekM, na gimkuq jako Y,. Rozhodni na zaklad
vlastnosti paraboly, zda vznikly trojuhelnk,FY, je obecny nebo ma specialni
vlastnosti (rovnos;rannost, rovnoramennost, pralasih..).
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- Dokreslime kolmici a jeji patu do obrazku:
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Z definice paraboly vyplyvd:X,F|=|Xq0 =|X,Y, = trojuhelnik X,FY, je rovnhoramenny
- se zékladnow,F .
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Pi. 2. (BONUS) Sted Useéky FY, z predchoziho fikladu ozna Z,. Odhadni a poté
dokaz, kolik spolénych bodi ma gimka X,Z, s parabolow® =2py .

\Y Podle obrazku se zda, Ze nakresletidka ma
s parabolou jediny spaley bod X, a je jeji ténou.
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- Diikaz je jednoduchy. Nakreslime si libovolny bdthky Z,X, razny od X, .

Y Trojuhelnik X,FY, je rovnoramenny= ptimka Z,X,

je jeho osou a tedy i osou straRY, = vSechny body

této @imky jsou steji vzdalené od krajnich bédrF a

Y, = |[XF|=|XY,|.

Zkontrolujeme, zda boH sphuje podminku pro bod

paraboly:| XF| =|Xq| = | XY].

Z obrazku je vidt, ze plati:|XY| <|XY,| = |XF| =

|Xg|<|XF| = bodX urit& neni bodem paraboly.
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Prat jsme to vSechnoéthli?
1. Z naSeho obrazku uz je mozné snadno odvodiigiowiny paraboly.
2. Ted’ uz snadno ukazeme, grohytame satelit pomoci parabol.



Piimka Z,X, je osou trojuhelniku= d&li Ghel Y, X F | AY
na dw sFejlné poloviny= vélech,nyﬂi vyznaené uhly ' Xo
jsou stejné (¥ta o vrcholovych uhlech). '
F
< Lo |V X;
Yo \ q
\4
ProtoZe téna udava skr paraboly v bod X,, udava i AY
rovinu, od které se odrazi paprsek, ktery v tomistm ~ P
dopadne na parabolu. Vyzmmé uhly pak ukazuji, Ze Xo¥e &t
paprsek rovno¥¥ny s osou paraboly se odrazi do jejihg .~
ohniska. =
< Zo [V X;
Yo \ q
\4

Bod X, jsme volili libovolnt = pravidlo o odrazu plati pro vSechny body paraboly.

AY / Parabola u satelitu sosst'uje paprsky signalu (ktere
pochazeji z velmi vzdaleného zdroje a tak jsou
prakticky rovnol§zné) do svého ohniska (kde je
namontovany fijimac).

Obraces funguje parabola u reflektiorV ohnisku
parabolického zrcadla je umist Zarovka a
parabolické zrcadlo odrazi paprsky z zarovky do
vodorovného proudu stia.
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Vratime se k &nam paraboly. Nebudeme si je odvozovateddphozich obrazk pouzijeme
napodobu s teami elipsy a kruznice.

Hledame ténu paraboly(x-m)’ = 2p(y-n) v bod X [%:Yo] ktery na ni lezi.

» Rovnice paraboly ve vrcholovém tvarfx—m)’ = 2p(y-n).

« Rozlozime zavorky s neznamynfix—m)(x—m) = p(y-n)+p(y-n) (zavorku na
pravé straé nentizeme rozloZzit na s@in, protoZze neni na druhou.tideme ji vSak
napsat jako saiet, protoZe je nasobenadiva).

» Vzdy jednu neznamou nahradime iminici boduX:

(% =m)(x=m) = p(y,=n)+p(y-n).
Kupodivu to funguje.

Pedagogicka pozndmkaPro ,,odvozeni“ rovnice tay u paraboly jsem zvolilipdchozi
postup zedchto divodii:
Klasické odvozeni je dlouhé, studenti Kdig nesleduji a sami ho nejsou schopni
provést. Zbyva tak maléasu na péitani giklada.
Klasicky se odvozuje pouze rovnice pro specialidlpo paraboly s vrcholem



v patatku soustavy sdadnic.

Pro¢tyfi rizné tvary vrcholové rovnice, mamgii rizné tvary rovnice tay =
povaZzuji za uzitengjSi ukazat postup, jak ziskavat tyto rovnice z foyarabol,
aby se studenti zbyie¢ nesnazili zapamatovat&yii vzorce.

Pro kazdy z druhii paraboly existuje odpovidajici rovnice tény v jejim bodé X, [xo; yO] ;

(x-m)°=2p(y-n) = (% -m)(x-m)=p(y,—n)+p(y-n)

(x=m)*=-2p(y-n) = (%-m)(x-m)=-p(y,~n)-p(y-n)
(y=n)* =2p(x-m) = (¥%o=n)(y=n)=p(x-m)+p(x-m)
(y-n)’ =-2p(x-m) = (Yo—n)(y-n)=-p(%-m)-p(x-m)

Pr. 3: Najdi rovnici t&ny dané paraboly v daném kod
a) (x+1)" = 4(y+2);X,[17 b) y* =-x; X,[?7].
Spravnost dosazeni &wypoctem pihiseika primky s parabolou.

() (x+1)" =4(y+2) X[

Urcime druhou saiadnici boduX,: (1+1)" = 4(y+ 2.

4=4(y+2)

L y+2=1=y=-1

Hledame ténu paraboly(x+1)* = 4(y+2) v bodt X,[1-1].

Vzorec pro ténu: (x, +1)(x+1) = 2(y+ 2+ Ay, + J.

' Dosadime bodX,[L-1: (1+1)(x+1) = 2(y+ I+ - ¥ 3.
2X+2=2y+ 4+ 2

2x-2y-4=0

- Rovnice tény: x-y-2=0.

- Ur¢ime spoléné body dosazenim, z rovnicéng vyjadimey: y=x-2.
' Dosadime do rovnice parabolfx+1)° = 4([x- 2+ 2.

X% +2x+1= 4x

X*—2x+1= (x—])2 = 0 = jediny piseik sx-vou sottadnici x =1 (bod ze zadan).

b)Y =-x  X[%7]
- Ur¢ime druhou sat@adnici boduX,: 2° =-x = x=-4.

Hledame ténu paraboly(y—0)" = —Zé(x— 0) v boct X,[-4;2].

' Vzorec pro ténu: (v, —-0)(y-0) :_(g_ Oj_(%_ Oj'

' Dosadime bodX,[-4;2]: 2 :_2_74'
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- Te¢n& ma rovnici:x+4y—4=0.

- Ur¢ime spoléné body dosazenim, z rovnicértg vyjadimex: x=4-4y.

' Dosadime do rovnice paraboly? =—(4-4y).

Y -4y+4=0

" (y-2)° =0 = jediny pfiseik sy-ovou sotiadnici y =2 (bod ze zadani).

- Vzajemna poloha= urtime pisetiky = feSime soustavu rovnic:

Poznamka: Rovnici te&ny v bodt b) mizeme samdejme zapisovat rovnou bez dosazovani

souradnic paatku[0;0] takto: y* =-x = yy, = L |

2 2

Pedagogicka poznamkaCasti studerit bude fisobit obrovské problémy dogivani
zbyvajici sotadnice. Tutaast gikladu je lepsi odtajnit brzo.

PF. 4 Ur¢i vzajemnou polohu paraboly’ —4x—-y+1= 0 a gimky x-y-3=0.

x> —4x-y+1=0
X-y-3=0

Nejjednodussi je vyj&tt z druhé rovnicey a dosadit do prvni (je tam pouze jedenkrat):
P X—y-3=0=>y=x-3.

X —Ax-y+1=x - 4x—(x- 3+ 1= C

- X*-5x+4=0

- (x-4)(x-1) =0 = dvakdeny:

¢ =4 = y=x-3=4-3=1= R[4]
o %=1 y,=x-3=1-3=-2= R[1-2

Ptimka ma s parabolou dvaisesiky B[4;1] a P,[1-2], je tedy jeji s&nou.

Pr.5: Je dana parabo(ay—z)2 = 2(x~-1). Najdi teny této paraboly prochazejici bodem

X[-3:1].

' Bod X nelezi na parabole> nemizeme pouzit vzorce prodey = stejny postup jako u
- ostatnich kuzelogek: vsechny fimky bodemX a z nich vybereme ty s jednimipgtikem.

- Primky prochazejici bodenX [-3;1]: (y-1) =k(x+3) a gimka x = -3.
- Vyjadiimey a dosadime do rovnice paraboly= kx+3k + 1.
(kx+3k+1- 27 = 2x- )

(ke 3k—1) (ke+ K- 1) = X 2

KX+ 3K~ ko AOXF K- K —kx— K+ = X
K+ Bk x = 2o+ K= B+ 1= K-

- KPx® + 6k P — 2kx— 2x+ K- &+ 3= (



KX +(Bk? - 2k - 2 x+ K- &+ 3=

Abychom mohli dosadit do vzorce, musime prozkoumaZnostk =0.

' Dosadime0°x’ + (6007 - 200~ Ix+ 9.6- 616 3

-2x+3=0=> x=g - jediny piase&ik = pro k=0 ma gimka y =kx+3k+1=1s parabolou
jediny prisesik.

- Nyni predpokladamek # 0, urcime diskriminant rovnice:

D=b?-dac=(6k2- K- 2 - 4K K- &+ 3= (

2 (HP-k-1) - 4P (K2- &+ 3= 0 /1

(P -k-1) (&P -k-1)-k*( K- &+ F=

oK -3 K- F K k- K2k B &K G- B

-8k +2k+1=0
8k -2-1=0
(= -b++/b? - 4ac _ —(—Z)i\/(—2)2—4E8EG—J) _2%6
;o 2a 208 16
- kl-%;——;:tecna(y 1) = ;(x+3) 2
2y—-2=X+3 = Xx-2y+5=0
. 2_%;=—— = tetna(y-1)=-=(x+3) /&

4y-4=-x-3 = x+4y-1=0
Vysledek neni Upkabez problém. Ocekavali jsme d¥ tecny, ale vysly namit primky:
. y= 1
e X-2y+5=0
e X+4y-1=0
Kde se stala chyba? Nakreslime si obrazek:

\ 4
Primka y =1 rozhodr® nevypada jako tma, i kdyZ ma s parabolou pouze jedeimspgfik,

za té&nu ji nepovazujeme (asi bychom pediovali FesrejSi definici te&ny, ale nebudeme to
zatimiesit).




= Kazdym bodem, ktery se nachazi veéjshoblasti paraboly, prochazeji primky, které
maji s parabolou jediny spéley bod:

e dw tetny,

e primka rovnolzna s osou paraboly.

Pr. 6: Petakova:
strana 129/cveni 81 c¢)
strana 129/cvieni 84 b)
strana 130/cveni 87
strana 129/cvieni 92 d)
strana 129/cvieni 94 a)

Shrnuti:  Z bodu leziciho ve WjSi oblasti paraboly je k parabole mozné sesttijpiimky
s jedinym spoléenym bodem, kromdvou té&en i rovnolsZku s osou paraboly.
Ostatni vztahy mezitfmkou a parabolou jsou analogické situaci u elips.



