7.5.6 Teény kruznic Il

Predpoklady: 4501, 4504

Pedagogicka pozndmkarato hodina pdt na gymnazium mezi getné nejnar@ng;si.
Ackoliv jsou giklady optimalizované na co nejmenstptni obtiznost, vSichni
studenti nedokazi dopitat kompletni obsah celé hodiny. Provadime koptvgbo
castech piklada, pokud rkdo nestiha, trvdm na tom, aby nejhorsi Gseky
neopisoval a vynechaval si misto v se&by mu zbykas na Useky, které maji
vyznam z hlediska pochopeni smystikfada.

Presto vSechno to nakonec dopadne tak, Ze pdidalnepoita opravdu doie,
roztahnou se nasledujidiiklady do dvou hodin.

Pr.1: Jedana kruinick([l;]] ;\/E)) a bodP[5;~1]. Rozhodni, zda bok lezi uvnit, vr
nebo na kruznidk. Pokud existuji, najdi tay kruznice prochazejici bodem

' Polohu bodP zjistime z jeho vzdalenosti odetlu kruznice:

PSi=y(pms) +(p-s) =[50+ (- =20

- = bodP lezi vre kruznice= existuji d\ tecny kruznice prochazejici timto bodem.

Co vime o hledanych daach?

- Prochazi boder® = nezname sam (ten zjistime z toho, Zefpnka je t€énou) = zapiSeme
' tecny pomoci parametru ve gmicovém tvaru a najdeme spravnou hodnotu pararnpetile
- poctu prisegikii s kruznicik.,

. Primky prochazeji boden®[5;-1]: (y+1) =k(x-5) = y=kx-5k~1+ svisla pimka
X=5.

' Dosadime do gtdové rovnice kruZnice(:x—l)2 +(y—1)2 = (x—1)2+(kx— K- 1- ])2 = 1¢.
(x=1) +(kx-5k - 2)° = 1C

CX2 = 2x+ 1+ kxP - Bk - K- KX+ 2%+ 18- Rx+ 10+ 4 1

(14K7) XP - 10kPx - Ao - X+ 27+ 20— 5

(1K) P -2k + &+ Px+ { P+ k- )= o

' Pasettedeni zavisi na hodriadiskriminantu. Hledame ¢au = chceme jediny fisesik =

" jedinére$eni= hledame nulovy diskriminant.

- D=b?-dac=[-2(5"+ &+ :I)T— 4 5Kk?)0% &+ k- L=

=4(25 +10¢ + &2+ 18°+ &%+ R+ K7+ R+ [ 016+ k& A kB+ kd-k 7=
C=a(25 + 20¢+ 143+ K+ )- 20 B+ P+ K+ K- )E

- =100k* + 8k’ + 5&*+ 1&+ 4 100'- 80- 80- &G 2(

= -24k* - 64k + 24= (

- =3Kk’+8-3=0

' Pozadované hodnoty parameitrnajdeme vzorcem pro kvadratickou rovnici:



_—bxyb’-4ac _ -8+ & -4B(-3 _-8+10

2a 2[B 6
. k= _86_310:—3 = Tetna(y+1)=-3(x-5 = 3x+y-14=0
. k2=—8210:§ = Teéna(y+1)=%(x—5) = x-3y-8=0

Z bodu P[5;-1] je mozné vést ke kruinidxi([l;]] ;\/1_0) dwve tetny: 3x+y-14=0a
x-3y-8=0.

Reseni pedchoziho fikladu rozhod# nebylo snadné (iigs to, Ze nakonec vyslagkna®
¢isla). Teny jde naststi nalézt i rychleji.

Opst predeme na jiné zaani. Je dana kruznide([m;n];r) a bod X, [x;;y] .
Predpokladame, ze boH, lezi vre kruznice (kdyby lezel uvrit neni mozné tau sestrojit,

kdyby leZel na kruznici, GZeme ténu sestrojit pomoci rovnicedey z minulé hodiny).
Kdyz sestrojime u kruznice z bodX, ziskame tény bod X, .

Bod X, lezi na tén¢ ke kruznicik prochazejici bodenX,. Rovnici této pimky jsme
odvodili minulou hodinu= bod X, leZi na pimce (X, —m)(x-m)+(y,-n)(y-n)=r?
= rovnice musi vyjit, pokud do ni dosadime béd x;y,| =

(% =m)(x,—m)+(y,—n)(y,—n)=r? - toto neni rovniceifmky, ale rovnost dvou

konkrétnichéisel, neobsahujici Zzadnou prémou.

My bohuZel nezname boXO[xo; yo] , proto v gedchozi rovnosti misto stadnic bodu
2

Xo[ %01 ¥o] Napiseme neznamegy: (x-m)(x —m)+(y-n)(y,—n)=r?.
Co tento vyraz znamena?

Pokud platiX, [x;y;] # S[mn] (vynulovala by se cela leva strana), jedna sevnico
piimky, ktera je utfena kruZnicﬂ<([m; n] ; r) a bodemxl[x1; yl] . Na této pimce utité lezi
oba t€ne body, které ziskame po sestrojetéiez boduX,; ke kruznicik. Tato gFimka se
nazyvapolara bodu X; vzhledem ke kruznicik.



Polara bodu X,[x;y,] vzhledem ke kruznicik ([m;n];r) ma rovnici
(x=m)( ~m) +(y—-n)(y,—n) =r*.

Mnemotechnicka pofitka na zapamatovani je stejna jako u rovniteyte
«  Stiedova rovnice kruznicéx—-m)’ +(y-n)*=r2.
« Rozlozime dvajleny: (x—m)(x-m)+(y-n)(y-n)=r?.
* V kazdem sotinu zangnime jednok za x; (a jednoy za y, ):
(O =m)(x=m) +(y,=n)(y-n)=r*.

Tecné body jsou gisetiky polary s kruznici. Jakmile je vyp@me, nizeme napsat rovnice
tecen pomoci rovnice pro dau.

P¥. 2:  Je dana kruZnick([l;]] ;\/E)) a bodP[5;~1]. Najdi teny kruZznicek prochazejici
bodemP pomoci rovnice polary a rovnicectyy.

- Hledani polary

Nejdiive napiSeme &dovou rovnici kruznic&: (x—l)2 +(y—1)2 =10.
Rovnice polary(x-1)(5-)+(y-1)(- - 3 = 1(

4(x=1)-2(y-1)=1¢

4x-2y-12= 0

- 2x-y-6=0

- Prisetiky polary s kruznici (te€né body)

Hledame piseiky polary s kruznick: 2x-y-6=0 = y=2x-6.

' Dosadime do rovnice kruznickx—1)° +(y-1)" = (x-1)*+( - 6- }*= 1C
C(x=1)H(2x=7)" =X - x4 I AC- 28+ 4G 1

| 5x* = 30x+ 40= C

- x*-6x+8=0

- (x-4)(x-2)=0

Dopotitani druhé souradnice tefnych bodi a odpovidajici te&ny

e X =4 = y,=2x-6=2H- 6= Z= tetny bodT,[4;2].

" Rovnice teny kruZnicek v tomto bod: (x-1)(4-D)+(y-9(2- 3= 1c



3(x-1)+(y-1) =10

. 3x+y-14= 0 (stejna rovnice jako vipdchozinmreSeni)

%, =2 = y,=2%-6= 2~ 6=-Z = tetny bod T,[2;-2].

" Rovnice tény kruZnicek v tomto bod: (x-1)(2-0)+(y-2I(-2- 3= 1c
(x-1)-3(y-1) =10
x—3y—8= 0 (stejna rovnice jako vipdchozinreseni)

Pedagogicka poznamkaPredchozi piklad zpisobuje gkterym studeritm problémy kyli
orientaci v tom, co je konstanta ze zadani a ce@ama. V takovénripad

pomiZe sestavovani rovnice polary pomoci barevnyth (barvy odpovidaji
barvam na obrazku). V textu neni barevné rozlipeniito umysig.

Pedagogicka poznamkaHodre studeni ma problémy pojmout celyfiklad a ve chvili, kdy
spaitou t&né body, nevi jak dal.

PF. 3: Je dana kruinick([l;]] \/1_0) a bodP[5;-1]. Najdi teny kruZnicek prochazejici

bodemP. F¥i feSeni vyuZzij uhly, které sviradiea se spojnici tmého bodu a stdu
kruznice.

. Tecna svira se spojnicideého bodu seidem kruznice pravy uhel.

Stred kruznicd = sted Uséky PS= § =S, [T >

5+1 -1+ 1}_

[3;].



- Polorrer kruznicel:

P _y(m-s) +(pms)’ _VB-)H(1-9 205 .
o2 2 2 '

2

' Stedova rovnice kruinicb([S; q ;\/3) : (x-3)"+y*=5.
 Stedova rovnice kruinick([l;]] ;«/1_0) : (x-2)"+(y-2)*=10.
Ziskali jsme soustavu dvou kvadratickych rovnic:

X°—6Xx+9+y’=5
x> —2x+1+y*— 2y+ 1= 1C

X2 +y?—6x=-4
X +y?-2x-2y=3

X2 +y?—6x=-4

417 _ax+y=-125y= K-

x2+y2—6x:x2+(2x—6)2— xX=-14

X+ 4% - 24x+ 36 6= - £

- 5x* - 30x+ 40= C

- Ziskali jsme stejnou rovnici jako wgdchozim fiklack, kdy jsme téne body hledali pomoci
| polary = dale uz postupujeme stéjn

X2 -6x+8=0

(x-2)(x-2)=0

quoéitéme druhé saadnice ténych bodi a odpovidajici ny:

¢ % =4 =y, =2x-6=2 6= z= tetny bodT,[4;2].

. Rovnice tény kruznicek v tomto bod: (x=1)(4-)+(y-9(2- 3= 1c
3(x-1)+(y-1) =10

! 3x+y—14= 0 (stejna rovnice jako vipdchozinreSeni)

X,=2 = Y, =2x-6= 22~ 6=-Z = tetny bodT,[2;-2].

. Rovnice tény kruZznicek v tomto bod: (x-1)(2-9)+(y-2I(-2- 3= 1c
(x-1)-3(y-1)=10
x—3y—-8= 0 (stejna rovnice jako vipdchozinmreseni)

PF. 4. Petakova:
strana 130/cveni 91 b)
strana 130/cvieni 92 b)
strana 130/cvieni 93 b)

Shrnuti:  Tecnu kruZnice MiZzeme najit pomoci gtu priseiikia parametricky nebo vyuzitim
specialnich vlastnosti.



