7.5.5 Teény kruznic |

Predpoklady: 4501, 4504

Pedagogicka poznamkaNasledujici d¥ hodiny jsou na gymnazium asidsins
nejnar@néjSi. Ackoliv jsou giklady optimalizované na co nejmensiemi
obtiZnost, vSichni studenti nedokézi doipat kompletni obsah celych hodin.
Kontroly provadime pdastech gikladi. Pokud gkdo nestiha, trvdm na tom, Ze
nejhorsi iseky nebude opisovat, vynecha si misgsit, a tak mu zbude&as na
useky, které maji vyznam z hlediska pochopeni simyéklada.

Pedagogicka poznamkaNemizu si pomoc, ale jako autor si musim gaevat, ze zcela
nechapu naklonnogeské stedoskolské matematiky kdeam kuzeloseek i
kuzeloseékam obecn. Urcité bych se bez této hodiny obesSel, ale tlak okoléaned
jinak.

Pedagogicka poznamkaPred gedchozim gikladem nedavam studém piilisS ¢asu na
rozmyslenou a rovnou se jim snazim vnutit pouzagtpp s parametrem. Na
vymysleni lepSich variant budou mi#ts po vypoéteni gikladu.

Pf. 1: Je dana kruinick([—3;]] ;\/1_0) a bodT[0;2] . Owt, Ze bodT lezi na kruznick.
‘ Najdi tenu kruznice prochazejici bodem

Pokud bodr lezi na kruznick, musi vyhovovat jeji rovnici.
- Sttedova rovnice kruznide (x+3)° +(y-1)° =10,
Dosadime bod [0;2] : (x+3)° +(y-2)"=(0+ 3°+(2- "= 9 £ 1= bodT lezi nak

- Co vime o hledané &ag: prochazi boderit , ale nezndme sin(ten zjistime z toho, Ze je
- tetnou) = zapiSeme pomoci parametru vessmtovem tvaru vSechnyrfinky prochazejici
' bodemT a vybereme tau podle toho, Ze ma s kruznicjediny piiseik.

Primky prochazejici bodemi[0;2]: (y-2)=k(x-0) = y=kx+2 a pimkax=0.
Dosadime do s¢dové rovnice kruZnice(:x+3)2 +(y—1)2 =(x+ 3)2+(kx+ 2— :I)2 = 1.
C(x+3)° +(kx+1)* = 10

X +6x+ 9+ k°x* + &kx+ 1= 1C

X (1K) +x(6+ %) = 0

PatetieSeni zavisi na hodriodiskriminantu. Hledame tau = chceme jediny fiseik =
' jedinétreSeni= zjistujeme, kdy je nulovy diskriminant (zbytek vzorcesmezajima).
D=b?-dac=(6+%) - 4 1+k?)00=( 6+ R)' = (

 6+2Xk=0=>k=-3

- Hledanou ténou je imka y = -3x+ 2, v obecném tvar@x +y-2= 0.

Dodatek: Na predchozim fikladu je mozné dokumentovat, jalsie souvisiteSitelnost
rovnic s tim, co znamenaji. Badlezi na kruznick = kazdé& pimka, ktera fes



n¢j prochazi ma s kruznici minim&jeden spolény bod. Diskriminantem rovnice
X2 (1+ k2) +x(6+ %)= 0je vyraz D =(6+ 2k)2, ktery je vzdy nezaporny.

Dodatek: Owetit, Ze bodT lezi na kruZnick, mizeme také tim, Ze s@f@me vzdéleno#Sl’|,
ktera by se rfla rovnat poloniru kruznice.

Predchozi postup rozhodmeni jednoduchy. Vyp®t vyznams uleltilo piredem pipravené
zadani, ve kterém bybaova sotadnice t&ného bodu nulova (masochigfizajemci si
mohou zkusit vyp&itat te&nu v bod T[-6;0]. Hodnota srérnice bude stejna, ale vyjpet

v s

podstats slozitjsi).

Na druhou stranu jde o obécpouzitelny postup, ktery funguje:
* U bodi, které lezi na kruznici, i bdg které leZi mimo ni,
* nejen u kruznic, ale i u ostatnich kuzZele

Najdeme rychlejSi postup. Stasi vzpomenout na obrazek ukazuji vzajemnou polohu
kruznice a jeji tény.

T4

Tecna je kolm& na vektof — S, ktery zname.

P¥. 2: Je dana kruZnick([—B;]] ;\/ﬂ)) a bodT [0;2] . Najdi tesnu kruZnice prochazejici

bodemT vyuzitim kolmosti tény na vektorT —S.

- Vektor T — S je normalovy vektor tay v boduT.
T-5=(0-(-9);2-9=(33=n=(3)

Obecna rovnice tamy: 3x+y+c=0.

Na teng leZi bodT[0;2] : 3+ 2+c=0=c=-2.

Hledana téna méa obecnou rovnidx +y— 2= 0. (Stejny vysledek jako vipdchozim
| priklade.)

Pedagogicka poznamkaNeékteri studenti maji problém s kolmosti vektoru a nglomi si,
Ze vektorT — S je primo normélovym vektorem, ktery hledaji do obecnénrce.
Cimz jsme opt u gfimkové smrsti.

Pedagogicka poznamka\asledujici odvozeni studenti do seSitu neopifigivedu ho pouze
na tabuli s tim, Ze studenti maji za ukol pouzdmlat, co dlam. Pokud nezbyva
do konce alesppl5 minut, odvozeniipskakuiji.

Predchozi postup je moZzné pouzit k odvozeni rova&@ytzadané pomoci kruznice a bodu,
ktery na ni leZi.



Mame kruznick se stedemS[m;n] a polongremr a bod X,[%,; yo] . ktery na této kruznici

lezi (v predchozich fikladech jsme tento bod zfi T. Ted ozna&eni ménime kvli shod
S webnicemi).
Budeme hledat rovnici tay kruznicek v boct X, = zopakujeme postup Zigladu 2.

Vektor X, =S je normalovy vektor ty v boduX,: X, -S=(%,~-my,—n)=n,.
Obecna rovnice tay: (X, —m)x+(y,—n)y+c=0.

Na teng leZi bod Xo[Xo; Vo] : (% =m)x+(y,=n)y+c=0 = c=~(%~m)X, = (Y,~N)Y,.
Rovnice tény: (X, —m)x+(y,—n)y—(X,—m)x,~(y,—n)y,=0.

Vysledek neni mozné oz¢iaza Usgch. Nema smysl si pamatovat tak slozity vzorec, je
jednodussi si odvodit rovnicidrey rovnou konkrété

Naststi existuje i jednodussi a Iépe zapamatovatelagrwnice teny.
Bod X,[X,; Y,| leZi na kruznick = musi vyhovovat jeji sedové rovnici= plati:

(% =m)"+(yo—n)" =r*.

Ziskali jsme soustavu rovnic:

(Xo _m)X+(YO_n)y_(xo_m)xo_(yo_n) yo:O
(% -m)"+(y,-n)" =r’

(X% =m)x+(yo=n)y=Xx5 +mx,— ys +ny,=0

X2 =2mx, + m? +yZ2 = 2ny,+n’=r?

(rovnicecasté&n¢ umocnime)

(ob2 rovnice séteme)

x+(y,—n)y—mx,+n? —ny,+n’=r?  (pierovnamesleny)
X—mX,+m’ +(y,—n)y—-ny,+n*=r?  (vytkneme)
X

-m(x,—m)+(y,—n)y-n(y,—n)=r? (opst vytkneme)
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Teéna kruznice k([m; n];r) prochazejici bodemX, [%,; Y,], ktery na této kruznici lez,

ma rovnici (%, —m)(x-m)+(y,-n)(y-n)=r.

Ziskany tvar je daleko Iépe zapamatovatelny z¥)&styZ si u¢domime, jak jej Ize snadno
ziskat ze sedoveé rovnice kruznice:

Stredova rovnice kruznicéx—m)’ +(y-n)*=r2.

Zavorky rozlozime na s@iny dvojcleni: (x—m)(x-m)+(y-n)(y-n)=r?.
V kazdém sotinu zanénime jedno za x, (a jednoy za y,):

(% =m)(x-m)+(y,—n)(y-n)=r>.

Dodatek: Zamenax za x, (ay zay,) spkiuje i jeden z pozadavkna rovnici tény.
V rovnici (x—=m)(x-m)+(y-n)(y-n)=r? jsou nezndmg ay v druhé
mocnirg. Tetna je vSak fimkou, kde jsou neznamé pouze v prvni mogniahoz



dosdhneme, kdyz v jedné ze zavorek nahradime nezndrmodnotow-ové
souadnice téného bodu (tedyislem).

Dodatek: N&s tvar rovnice tay vychazel ze stdove rovnice kruznice. Stgjtak je mozné
odvodit rovnici tény, ktera vychazi z obecné rovnice. Jde o rovnici:

XX+ Yoy ~M(X+X,) =n(y+y,) + p=0.

Z obecné rovnice ji ziskame takto:

Obecna rovnice kruznice® + y* - 2mx—2ny+ p = 0.

Rovnici upravimexx+yy-m(x+x)-n(y+y)+p=0.

V kazdém so&inu nebo soétu nahradime neboy:

XX+ Yoy ~M(X+X,) =n(y+y,)+ p=0

Rovnici nepovaZuji vhodnou za zapamatovani, Zlngtse plete s rovnici

vychazejici ze g&dové rovnice a neni problérfepést obecnou rovnici kruZnice
na stedovou.

P¥. 3: Je dana kruZnick([—B;]] ;\/E)) a bodT [0;2] . Najdi tesnu kruznice prochazejici
bodemT. Fxi feSeni vyuZij odvozenou rovniciciey.

- Stati dosadit a upravit ziskanou rovni€x, —m)(x-m)+(y,—n)(y-n)=r2.

(O[3 (x-[-)+(2- dy- =T
3(X+3)+(y—])=10

3x+9+y-1=1C

- 3X+y-2=0

Pedagogicka poznamkaPokud maji studenti s dosazenim problémy, je dot#t, zda
vibec chapou, ktera pismena v rovnici znametisglné konstanty a ktera
promEnné. Nekteri studenti dokonce nerozliSuji meza x, a dosadi do rovnice

¢isla za vSechna pismenka.

P¥. 4: Je dana kruinick([—3;]] ;\/1_0) a bodT[-6;0]. Najdi tenu kruznice prochazejici
bodemT. F¥i feSeni vyuZij odvozenou rovnicidey.

' Stasi dosadit a upravit ziskanou rovnigi, ~m) (x—m)+(y,-n)(y-n) =r.

() (x-[-3)+(0-)(y-4=V18
-3(x+3)-(y-1)=1c

- —3x-9-y+1=1C

- —3x-y-18=0

 3x+y+18=0



Je dana kruznice’ + y* - 2x+ 4y — 20= (. Najdi tetnu kruzniceA[4;-6] . Fi
feSeni vyuzij odvozenou rovniciciey.

. Vzorec pro ténu vychazi ze gtdové rovnice kruznice> musime zadanou rovnicigveést
' na stedovy tvar.

X +y’-2x+4y-20=x"~ X I~ f+y?+ 302 2- 2- 26
(x-2)"+(y+2)" =25, Al4;-6].

Dosazeni do tvaru(x, —m)(x-m)+(y,—n)(y-n)=r?.
(4-1)(x=1)+(-6+ Y(y+ A= 2

3(x-1)-4(y+ )= 2

- 3x-3-4y-8-25= (

1 3x—4y-36=C

PF. 6:

Petakova:

strana 129/cveni 83 c¢)
strana 130/cvieni 90 b)
strana 131/cvieni 95 a)
strana 131/cvieni 96 a)
strana 131/cveni 97 a)

Shrnuti:

Tecnu kruznice miZzeme najit pomoci @tu pris&ik parametricky nebo vyuzitim
specialnich vlastnosti.



