754 Kruznice a p fimka

Predpoklady: 7501,

Pedagogickéd poznamkaRychlost postupu v této hodinelmi zavisi na tom, jakym
zpiusobem studentesili kvadratické rovnice s parametrem. Pokudijeec
nepcaitali, nema samostatné fitani @ikladu 4 vaibec smysl. Nema smysl ho
pocitat ani na tabuli, protoze vypet steji nebude skoro nikdo schopen sledovat.
Pokud v3e fijde dol¥e, méate Sanci obsah stihnout tak v 60 minutach.

Pr. 1. SepiS vSechny mozné vzajemné polohy kruznicéraky. Ke kazdémuifpadu
nakresli obrazek. Co v kazdérfigmct plati pro vzdalenostipmky od stedu

‘ kruznice?

' Z obrazki je Ztejmé, Ze existujirt pripady vzédjemné polohy kruZnice Emky:
p

P

2

ofcl

Ptimka se protina s kruznici ve dvou
raznych bodech.

Rikame, Ze fimka jesatnou

kruznice.

Vzdalenost gimky od stedu kruznice
je mensi nez poloén kruznice.

Ptimka se protina s kruZnici prav

v jednom bod.

Rikame, Ze fimka jeteénou kruznice.
Vzdalenost gimky od stedu kruznice
je rovna polonaru kruznice.

Ptimka se neprotina s kruznici

v zadném bodl

Rikame, Ze fimka jevngjsi pFimkou
kruznice.

Vzdalenost gimky od stedu kruznice
je Vetsi nez polorr kruznice.



PF. 2:  Najdi prasesiky kruznice x* + y* —4x— 2y = 0 a gtimky x+3y = 0. Jaka je jejich
vzajemna poloha? @, zda plati pravidlo pro vzdalenosimpky od stedu kruZnice
‘ napsané vigdchazejicim ifklack.

- Hledame phsenky prlmky s kruznici= body, které vyhovuji alma rovnicim= reSime
+y?—4x-2y=0

: X+3y= )

- Vyjadiime x+3y = 0= x=-3y a dosadime do prvni rovnice.

Xy -dx-2y=(-3y) +yi- 4-3)-

Oy HIy- = C

10y?+10y=C

Y +y=0

y(y+1)=0

¥,=0=x=-3y,=0= P[0,

Y, =12 %=-3y,=3=P[3-]

= Dva pfisaiiky = pfimka x+3y =0 je s&nou kruznicex’ + y* —4x— 2y = 0.

§ soustavu rovnic

Owéiime, zda plati pravidlo pro vzdalenostrpky od stedu kruznice.
| Ur¢ime polongr kruznice= potrebujeme sedovou rovnici:
X Hy -dx=2y =X - X[+ 22— Z+y?- YOk I 1=
(x=2)*+(y-1)°-5=0
(x-2)°+(y-1)°’=5= r=+5
Ureime vzdalenost #tdu kruzniceS[2;1] od gimky x+3y = 0:
: jgolaxrby+d p+30+9 5 J10_V2/5

Jal +b? J12+32 410 J—() 2

J2 J2

Protoze7 <1 plati | —\/5 </5 = vzdalenost imky od stedu kruznice je mensi nez

jeji polomer.

Pedagogicka poznamkaNejwtSim problémemigdchoziho fikladu je vzorec pro
vzdalenost dobu odifmky. | kdyZ ho napiSete na tabuli, budou ngkiteri
obrovské problémy s dosazenim.

Dodatek: Ze existuji fi mozné vzajemné polohyimky a kruznice jeiejmé i z péetniho
feSeni. Po dosazeni z rovnidénky do rovnice kruznice ziskame kvadratickou
rovnici. JejifeSeni nize skowit tfemi niznymi zpisoby:

2. kareny = se&na,
1 kden = tecna,

ViV s



Pr. 3: Uz ze zadaniigdchoziho fikladu je na prvni pohled'gimé, Ze gimka x+3y =0
ma s kruznicix® + y? - 4x— 2y = 0 nejmért jeden spolény bod. Pr¢?

- V obou rovnicich chybi absolutsien €len bezx a bezy) = obéma rovnicim ukité
- vyhovuje bod[0;0], ktery je jistym piisesikem kruZnice siimkou.

PF. 4:  Uréi vzajemnou polohu kruznicg® + y> +6x— 2y + 2= 0 a gfimky x+y+c=0
v zavislosti na hodnétparametric. Jes nez zénes piklad reSit p@etns, nakresli si
n&rtek a co nejfesrEji odhadni, jak bude p®tniteSeni pikladu vypadat.

- Pti zménéch hodnoty parametase ffimka pohybuje ve svislém snu, jeji snér se nemini.
- Pri nizSich hodnotach parametru sénka nachazi nizefipryssich vyse.
. Teckované pimky jsou vrjSi primky kruznice garkované jsou jeji $ay a piné tény.

hodnoty parametru c se blizi k nekone¢nu

A

.
. . .Y

yavd

hodnoty parametru c se blizi k minus nekonec¢nu

Z obréazku vidime, Ze nastanou celkénptipady (postupfiod nejmensich hodnot
| parametrLc):
« cO(-w;c) neboc(c,;) - primka se s kruznici neprotina, je jejigsi piimkou.
 c=c neboc=c, - piimka je t&nou kruznice.
-+ cO(c;c,) - piimka protina kruznici ve dvou bodech, je jejireeu.
i Nynifeéime piklad paetre.



- Hledame pitsetiky ptimky s kruznici= body, které vyhovuji aima rovnicim= feSime
! X2+ yP+6Xx—2y+ 2= . . , .

| soustavu rovnlcx y +bx-2y 0 = stejny postup jako vifkladk 2, jen to bude

5 x+y+c=0

- trochu komplikovat parametr.

Vyjadiime z druhé rovnicex+y+c= £ y=-x-c a dosadime do prvni rovnice:

X2 +y? +6x— 2y + 2= x*+(-x—-c)" + & - {-x—-c)+ 2= (

X+ +2XCHC + BX+ 2+ T+ 2= (

- 2x*+2xc+ 8x+c?+ T+ 2= ( = kvadraticka rovnice s parametrem.

| —b++/b? - 4ac —(2C+8)i\/(2c+8)2— a0Zfc* + 2+ 2
T 2P
_-2c-8+/4’ + 32+ 64- 8- 16— 16 - @ 8\ I 48 cA
2 4 4
| -20-8+2/-(c?- 4-13 -c- 4,/-(c*- 4- 1}
T2 T 4 ) 2
- O existenci kéeni rozhoduje znaménko vyrazu pod odmocniseuieSime nerovnici
—(02—40—12):—(0— (c+ A= C
,2obracena"“ parabola, pseiiky proc=6 ac=-2.

Z obréazku je vidt, Ze mohou nastaiti tmoznosti:

' 1. c0(~2;6) = Diskriminant rovniceD = —(02 —4c—12) > 0.

- Rovnice pro nalezeni fisesikii kruZnice s fimkou méa dva kieny = kruZnice se protina
- s piimkou ve dvou bodechfimka je jeji sénou.

2.c=-2 neboc=6 = Diskriminant rovniceD = —(c2 —4c—12) =0.

Rovnice pro nalezeni fs&ika kruznice s fimkou ma jeden ken = kruznice se protina
' s pfimkou v jednom bog piimka je jeji ténou.
- Te¢né body nizeme spaéitat:

E —-6-4+0 ]

b X, = ———=52 y=-x-c=-(-5)-6=-1= T,[-5-]]
~(-2)-4%0
o 2
3. cO(-w;-2)0(6iw) = Diskriminant rovniceD = -(c?-4c-12)< 0.

- Rovnice pro nalezeni pseiiki kruZnice s fimkou nemé Zadny ken = kruznice se
. s pimkou neprotina, iimka je jeji vigjSi primkou.

 C=-2X,= =-1= y=-x-c=-(-1)-(-2)=3 = T,[-13

Pedagogicka poznamkaZadani pikladu bylo umysla zvoleno tak, aby némaselo poetni
komplikace. Je nutn&iklad kontrolovat v gkolika krocich (po rozboru, po
vypoétu rovnice az k ziskani diskriminantu, pa‘@§eni kvadratické rovnice a



zawr). Zejména dopgtavani t€énym bodi (pouziti spravné hodnoty parametju
vyZaduje dobrou orientaci Wigladu.

Pedagogicka poznamkaNeni realné ¢ekavat, Ze byatSina studerit byla schopna bez
chyby dopgitat giiklad (pokud nepditali samostat&rovnice s parametrem, je to

v ™ 7

podle n¢ naprosto vylotené). Kwli priubézné kontrole je pdeba, aby studenti
v lavicich provedli stejné dosazeni jako jec¢elonici y =—-x—c, i kdyZ je
samozejm¢ jedno, jestli dosadi takto nebo obr&cer=-y-c.

H PF. 5: Predchozi piklad je po provedeni rozboru moZnéesit i podstatéjednoduseji.
‘ Najdi tento zfisobteseni.

1 Z obrazku vidime, Ze nastanou celkénptipady (postupiod nejmensich hodnot

- parametric:
o cO(-o;c,) nebocO(c,;») - piimka se s kruZznici neprotina, je jejijai primkou.
'+ c=c¢ neboc=c, - primka je ténou kruznice.
. cD(cl;cz) - ptimka protina kruznici ve dvou bodech, je jegrszu.

- Stati, pokud najdeme hodnoty a c, = hledame hodnoty parametru v obecné rovnici

- piimky, pro které je vzdalenostimky od stedu kruZnice stejna jako polémkruZnice.

- Musime najit sedovou rovnici kruznicex® + y? +6x - 2y + 2= 0.

X+ YR H6X -2y + 2=+ 2K+ 3- 3+y’- YOk i- I+ 2

= (x+3)°-9+(y-1)° -1+ 2=0

(x+3)+(y-1)°=8 = S[-31], r=2y2

Hledame pimky ve tvarux+y+c =0, které jsou od bod|$[—3;]] vzdalenyr = 22.
+by+ 1(-3)+ 11+

axeby+d _[i-9+11eq

JaZ+b? V12 +12

Dosadime do vzorce pro vzdalenost bodu ibehky:

§|—3+1+q
L 1=2y2 /IH 2
5 V2 Ie/2

lc-2/=4 = Hledamesisla vzdalena odisla 2 0 4= ¢, =6, ¢, =-2.
. Dale uz stejné jako vipdchozim gikladu.

Pr. 6: (BONUS a navic trochu zav§iti) Obrazek v rozboru je nakreslerepre podle
skut&nych sotiadnic zadané kruznice &imky. Z obrazku je vi&, Ze t&ny
kruZnice je mozné napsat ve&mcovém tvaru jakoy = x+2 a y = x—6. Hodnoty
absolutnicklena jsou pak opéné nez ty, které vySly vipdchozim gikladu.
Vysvétli rozpor.

+ Jde o primitivni chyték.

. Piimka byla v pedchozim fikladu zadana ve tvark+y+c=0.

' Po Upra¥ do sn#rnicového tvaru ziskame rovnicy.= —x—c, kde je znaménko absolutniho
'~ ¢&lenu samoiejme opané nez v pgvodni rovnici.



H PF. 7:  Najdi kruznici se sedem v bod S[2;-1], ktera na fimce p:x—2y+1= 0 vytkne
tétivu o délced/5.

. Musime utit pouze polonar kruznice. Nakreslime obrazek situace:

P

2
Pl‘

' Kolmice na sénu prochazejici stddem kruznice rozdi tétivu na dv stejné poloviny.
Ziskame tak pravouhly trojuhelni®PP,. Potebujeme uit pfeponu|8|32|, ktera je zaroue
- polomsrem kruZnice. Zbyvajici dvstrany zname:

«  Velikost strany|PR,| je rovna polovii délky &tivy = ze zadan|PP,| = 2/5.

« Velikost strany|SP| je rovna vzdalenostiifmky p:x—2y+1= 0 od stedu kruznice

\1[2—2[@—])4:&_\/5.

Vypoéteme [ﬁeponu:|SF’2|2 :|PP2|2+|SP|2.

EE N PNC NE e

' Podminky zadani sjlje kru2nicek([2;—]] ;5) se stedovou rovnici(x-2)” +(y+1)” = 25.

S[2-1] = |sP|=

PE. 8:  Uréi vzajemnou polohu kruznik, ([-5;-3];5) a kz([l;—]] \/_5) Pokud maiji
kruZnice wjaké phseiiky, uri jejich sodadnice.

- Vzajemna poloha kruZnic zavisi na vzdalenosti fefited a jejich polondrech.
[58]=y(5-0"+(-3-(-9)" = Vao= 210 6.3
o, = 5++/5= 7,24= Vzdalenost mezi gedy je menSi nez sdet polongra obou kruznic

= Kkruznice se musi protinat ve dvou bodech.
' Prisetiky zjistime jako body, které vyhovuji rovnicim abkruznic:

ki (x+5)7+(y+3)*= 25

K (x-1) +(y+1)’=5

I x*+10x+ 25+ y*+ 6y + 9= 2F
X*—2x+1+y*+2y+1=5

X° +y?+10x+ 6y =-9
X +y?—2x+2y=3

| X° +y?+10x+ 6y =-9
[1]-12] 1+ 4y=-12 /:




X°+y?+10x+ 6y =-9

. X+y=-3=>y=-X-3

O+ Y10+ By = X2+ (- K- T+ 16+ G- X B=-

X +OX%+18+ O+ 10k— 18- 18—

C10X°+1x = C

x(x+1)=0

% =0=y,=-3-X=-3-30=- = R[0;-3

4 =1oy=-0- %= 2} (= P[-1

Zadané kruZnice se protinaji ve dvou bodedio;-3] a R,[-10)].

Pr. 9: Petakova:
strana 129/cvieni 82 b)
strana 129/cveni 84 a)
strana 130/cveni 85
strana 130/c¥eni 86

Shrnuti: Prisetiky kruznic s jinymi Gtvary se hledaji st&jjako priseiky piimekieSenim
soustav rovnic.



