6.2.1 Zobrazeni komplexnich €isel v Gaussov & rovin é

Predpoklady: 6105

Pedagogicka poznamkasStihnout obsah hodiny je p@mmé nar@né. Ri dostatku¢asu je
lepSi dojit pouze kifkladu 7 a zbytek hodiny spojit s tvodem hoditigp, ktera
je také ponarné nara:na.

Reéln&isla mizeme zobrazit néiselnou osu= Jak bychom mohli zobraziisla
komplexni?

Problém: N&iselnou osu se nevejdou, je uz zcela za@realnymgisly (a ty tvdi jen
maloucastcisel komplexnich).

=

Néapad: komplexnic¢islo z=a+bi - je u€eno pomoci usgaddané dvojice realnyatisel
(redlnacasta a imaginarntastb).

Uspaadané dvoijice realnyatisel jsme uz zobrazovali ndklad u funkci: dvojickisel
[ x f(x)] jsme piradili bod v rovirg, jehoZ kartézské stadnice byly[ x; f (x) ].

= stejre miaZzeme postupovat u komplexni¢isel a zobrazovat je jako body v ro¥in

Obrazem komplexnihodisla z=a+hbi bude bod v roviré o kartézskych soutadnicich
[a;b].

P¥. 1: Nakresli obrazek s kartézskou soustavodadnic a zakresli do ni obraz
komplexnihcgisla 2+i .

y4 Protoze na svislou osu vynaSime hodnoty
imaginarnic¢asti komplexnih@isla, zné&ime
T ji rovnou pomoci nasoliii.
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Pr. 2:
5

Do obrazku nakresli obrazy komplexnigkel: z =5+3, 2z, =2-6, z, =4+ 2,

2,=-—-3,2=3+0, z=0+5, z =/2-71.

2

Pojmenovani:

125

+--x z, =2 -7i
i+-4i
T6%2, =26
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* Rovina jejiz body povaZzujeme za obrazy komplex®iskl se nazyvé&aussova
rovina (podle svého objevitele) nelpovina komplexnich ¢isel
e Osax (na ni se zobrazisla tvarua+0i, tedy reéln&isla) =realna osa

0osa

Pr. 3:

a) komplex® sdruzenych

Osay (na ni se zobrazisla tvaru Cbi , tedy ryze imaginarriisla) =imaginarni

Rozhodni jaky geometricky vztah je mezi obrazy ktarpichgéisel:

b) ogaych

. a) Zobrazime dvdvojice komplexa sdruzenycltisel:
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" b) Zobrazime d¥dvojice opanychgisel:

= z obrazku je vidt, Ze obrazy komplexn

sdruzenyclisel jsou navzajem osév
soungrné podle realné osy.
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Jak je to s absolutni hodnotou?
Reéln&isla: absolutni hodnota = vzdalenost obré&isla na ose od @atku
Plati to i pro obrazy komplexniciisel v Gaussayroving?
Nakreslime si komplexriislo z=a+bi, plati pro @j |z| =+/a’ +b* a vypateme jeho
vzdalenost od p@tku.
y A

Z obrazku je vidt, vzdalenost obrazu
komplexnihctislaz od p@&atku se uti jako
: piepona v pravouhlém trojuhelniku s édmami

X || al = d :w/|a|2+|b|2 =Ja’+b?, coz je

vztah pro absolutni hodnotislaz.

A
\

\ 4
= podobr jako u realnyckisel plati:

Vzdalenost obrazu komplexnihatisla v Gausso¥ roviné od potatku soustavy sottadnic
je rovna jeho absolutni hodnog.

Pr. 4: Nakresli do Gaussovy roviny obrazy vietsel, pro ktera platiz] =1.

' |4=1 = hledamesisla vzdalena od gatku o 1= body na kruznici se gdem v poatku a
polomérem 1
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Na kruznici je nekonmé mnoho bod = komplexnich jednotek je nekatré mnoho. Stej&
tak bude nekorim¢ mnoho komplexnichiisel s libovolnou dalSi velikosti absolutni hodnoty

-

F. 5. Nakresli do Gaussovy roviny obrazy vSech komplexaisel, pro ktera plati:
a)|74=3 b)|2-3|>|Z= 2

Hleddmeisla, jejichz vzdalenost od pétku je ¥tSi nebo rovnarém.

N

b) Hledan&isla musi sglovat d¥ podminky:
'+ |2-3]>|74 = jejich vzdalenost od gatku je mensi vzdalenosisla 2 - 3

+ |4=2 = jejich vzdalenost od @atku je \&t3i nebo rovna 2
y1




Podob# jako u reélnyciisel plati, Zeabsolutni hodnota z rozdilu dvou komplexnickisel
|zl - zz| se rovna vzdalenosti jejich obraa v Gausso¥ roviné.

Pr. 6: (BONUS) Dokaz, Ze absolutni hodnota z rozdilu dkvoonplexnichéisel se rovna
vzdalenosti jejich obrdzv Gausso¥ roving.

|Zl—zz|=‘(a1+bli)—(a2+bg)‘=‘(a1—a2)+(bl—b2)i‘=\/(a1_a;2+(b1_b)z
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' Z obrazku je vidt, vzdalenost obrazobou komplexnickisel se uff jako grepona
v pravothlém trojihelniku s odsnami|a a o] =

d =\/|a1—a2|2 +[o,-bJ’ =\/(a1—a2)2 +(by=by)°

Pr. 7: Nakresli do Gaussovy roviny obrazy vSech komplexgisel, pro ktera plati:
a)[z-1+2]=2 b) |z+3-2|< 3

‘a)|z-1+2|=2 V absolutni hodnétje rozdil dvou komplexnictisel.

Upravime vyraz tak, aby byladgmé, o jaké“:l'slajde:‘z—(l— 2)‘ = 2 = hledameiisla,
 jejichz obrazy jsou od obraziislal-2 vzdaleny o 2= kruZnice s polokrem 2 a se
' sttedem v bod [1,-2].




b) |z+3-2|<3 V absolutni hodnétrozdil dvou komplexnichisel.
- Upravime vyraz tak, aby byldgmé o jak&isla jde[z~(-3+2i)|< 3 = hledametisla

jejichz obrazy jsou od obraziisla -3+ 2 vzdaleny o mé&hnez ti = vnitiek kruznice
' s polongérem 3 a se gtdem v bod [-3;2] .

Pr. 8: Nakresli do Gaussovy roviny obrazy vSech komplexugisel, pro ktera plati:
a)|z-1-3|=|z+ 5 b) |z+2+5]|2|z+ 4-i

- @) V rovnosti vystupuji dvabsolutni hodnoty:
'+ |z-1-3|=|z~(1+ 3)| = vzdalenost od obraziisla1+ 3
~+ |z+5-i|=|z—(~5+i)|= vzdalenost od obrazisla ~5+i

Hlédémeéisla, jejichz obrazy jsou od obdisel steji daleko= osa Us&ky s krajnimi body
' 1+3 a-5+i

b) V nerovnosti vystupuji dvabsolutni hodnoty:

-+ |z+2+5]|=|z~(~2-5)| = vzdalenost od obraaiisla 2~ 5

'+ |z+4-i|=|z~(~4+i)|= vzdalenost od obraaisla ~4+i

' Hledamexsisla, jejichZ obrazy jsou od obdisel steji daleko= osa Usé&ky s krajnimi body
- 1+3 a-5+i adisla, kterd jsou blize &slu -4+i nez keislu —2—5 = horni¢éast obrazku

- (ptimka obsahuje body, které jsou stegfaleko,cast obrazku, ve které lezi bed +i,
' obsahuje body, které jsou k bodd +i blize)



PF. 9: (BONUS) Nakresli do Gaussovy roviny obrazy vSechpgtexnichéisel, pro ktera

- Vyraz vlevo nakreslit nedokazeme zkusime upravovat.

plati +|z|

Z 7'*‘|Z|2 .. 2
—+|2|=|—— pouzijemezl =z[Z
E E B €7
L = 2
z J|rz||z| |12t Zﬁ% % 1+ Z ‘ absolutni hodnotu dZeme podle vzoicrozclit

7(|1ZJ|r Z)% - |Z|||1z|+ 2 plati |z =|Z| komplexrt sdruzendisla se lisi pouze ve

- znaménku imaginarrésti = jejich absolutni hodnoty jsou stejné

=g =2

Vysledek:[1+7 =

Upravime:‘z—(—l)‘ =3 = hledameisla, ktera jsou od obrazisla -1+ 0 vzdalena o 3=

kruznice se $edem v bod [~1;0] a polongrem 3
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