6.1.2 Operace s komplexnimi  €isly

Predpoklady: 6101

Komplexnim ¢&islem nazyvame vyraz ve tvarua+bi, kdea, b jsou realna
¢isla ai je &islo, pro néz plati i =-1.
V komplexnim ¢isle a+bi se nazyva:
¢isloarealna ¢ast
¢islob imaginarni ¢ast
¢isloi imaginérni jednotka.
Mnozinu komplexnich ¢isel zn&ime C (C), komplexni ¢islo wtSinou z

Zapis komplexnihg@islaz ve tvarua+bi nazyvamelgebraicky tvar komplexniho ¢isla.

Pr. 1. Jaky je vztah mezi mnozinami komplexnich a reélritshl?

- Zda se, ze platiR 0 C, Ze realn&isla jsou komplexndisla s nulovou imaginariasti
~a+0i=a.

' Neni to ale jisté, dokud nebudeme mit zavedenéaopex nezkontrolujeme, zda funguji
- stejre jako u redlnyclEisel. Nas$ odhad je vSak spravny.

Méamecislo z=a+bi . Pokud plati, Ze:
* b#0, fikamecislu z ¢islo imaginarni,
e b#0 aa=0,fikamecisluzéislo ryze imaginarni,
* b=0,tikamecisluzZéislo realné

H PF. 2:  Z nasledujicickisel, vybersisla komplexni a rozdje do skupin:3i, 1+i+/2,
3—z,n+J§,2+i—j+k,—1+z,3—ﬁ,i—\@,o,%i.

Komplexnig¢isla: 3i , 1+iv2, 3-2, m++/2, -1+2,3-/2,i-3, 0, %i .
 Realn&isla: 7++/2, 3-/2, 0.
Imaginarnigisla: 3i , 1+i~/2, 3- 2, -1+2,i-+/3, %i ,

' Ryze imaginaméisla: 3, %i ,

Komplexnicisla jsme sice zavedli, ale samotiigla bez operaci nam kéeimu nejsou

= musime se s nimi nai pocitat.

Fakticky uz jsme ale zali s komplexnimtisly pciitat, kdyz jsme je dosazovali do rovnic a
pracovali jsme s nimi jako s dwbgny = zkusime pokréovat v této cest

Pedagogicka poznamka¥VétSina studerit piiliS nerozumi, co si majitpdstavit, kdyz
iikdme, Ze operace zavedemetdRoi operace, které znaji u realnyisel,



nechpou jako zavedené, ale dané realitou okolo Bigcazim se jim opakovat, Ze
stejre jako jsme stisloi vymysleli, nizeme si vymyslet i Zisob, jakym ho
budeme pouzivat. Jedinym omezenim je pouze toppbsace byly bezesporné.
Zarovei ale budeme chtit, abydaty vlastnosti, které uletuji pocitani
(komutativnost, asociativnost, distributivnost).

Pedagogicka pozndmkaNasledujicich &kolik piikladi nepromitam, jenom je zaddvam od
tabule. Poita¢ pouzijeme az naifklad 7.

H Pr. 3: Rozhodni, jaké podminky musi byt sgy, aby se d&komplexnicislaa+bi a
‘ c+di rovnala.

. Komplexnicisla maji d¥ ¢asti, pokud se maji rovnat, musi byt@asti stejné=

. dvé komplexnicislaa+bi a c+di se rovnaji pratehdy, kdyz plata=c, b=d.

Pi. 4. Seti komplexnicislaz =2+3 a z, =1+ 2 a na zaklatglvypoctu definuj sodet
dvou komplexniciisela+bi ac+di.

- S komplexnimiisly zachazime jako s dvtgny —
z+2,=(2+3)+(1+2)= 2+ 3+ ¥ = 2 % B = B it
Pro libovolnd komplexni¢isla a+bi a c+di plati:
(a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i

Jak s oditdnim? Oditani = gicitani opa&néhocdisla =
Opacnédislo k¢islu z=a+bi je ¢islo —z=-a—hi.
=

Rozdil z -z, komplexnichéisel z, z, je sowet ¢isla z adisla opa&neho kéislu z, =
z-2,=2,+(-z,). (porad stejné jako u dvdieni)

Pi. 5:  Jsou dana komplexgislaz =2-3 az, =-2-3. Urci
a)z+z, b) z -z, €)z-7 d) -z-z

d)-z-2,=-(2-3)-(-2-3)=-2+ 3+ 2 8= b

Pedagogicka poznamkaile dobré se zeptat studigrestli neexistuje &aky divod pro
podobnost vysledk Schopnost vSimnout si, Ze jde o dvojicepah vyraz,

umoZiuje @i vypoctech postupovat rychleji a hlaypravidelrg kontrolovat jeho
spravnost.



Pi. 6:  Vynasob komplexndislaz =2+3 a z, =1+ 2 a na zaklaglvypactu definuj
sowin dvou komplexniclisel a+bi ac+di.

- S komplexnimiisly zachazime jako s dwtgny =
| z[z,=(2+3)(1+ 2)= 2+ 02+ BI* BJi= 2 i4 i3 ib= Ri7 B i
Pro libovolna komplexni¢isla a+bi a c+di plati:

(a+bi)(c+di)=ac+adi+bci +bdi’* = ac—bd +(ad +bc)i

Poznamka: LepSi nez si pamatovat vztah pro ndsobeni je pamtesg Ze ndsobime stéjn
jako dvogleny a vzdy, kdyZ dostaneni&, pouzijeme vztah® = -1.

Pedagogicka poznamkaPredchozi poznamka jaitkzita. Pokud ji nieknete wutité se
objevi takovi, kt&i se budou snazit zapamatovat si vzorec a pakamagzsejme
vétSinou Spat#) uplatiovat @i vypoctech.

S lenim jest chvili patkame.

P¥. 7: ZapiS v algebraickém tvaru:
a)2+3+4-12 b) (2+3)(4-i) c) (1-2)(-3+ 2)

d) (2-3)(2+ 3) e) (V2+iV3)(V3+iv2)

1 Algebraicky tvar:a+hbi = musime upravit vyrazy do jednodussiho tvaru.
a)2+3+4-2= 6+i
'b)(2+3)(4-i)=8-2+12- =8 10- @)= ¥ 1
) (1-2)(-3+2)=-3+ 2+ 6- #=-3 4 B= 1 it
d)(2-3)(2+3)=4 =49 D=1
e) (V2+i/3)(V3+iv2) =V a/3+iva 2V ¥ 3N d 2V 6 i i3V 6 i

Pedagogicka poznamkaN¢kteri studenti nepochopi, co znamena zadémdghoziho
piikladu. Je dobré jim bez otéleni vytit, Ze musi piklady vypaitat, aby ziskali
tvar a+bi.

Pr. 8: Ur¢i sowin komplexnihaiisla a+bi a nuly.

(a+bi)O: O[@&+ Oi = 0 = souin nuly a libovolného komplexnihgsla je roven nule.

Vypocty s realnymgiisly usnaduje, kdyZz maji dalSi vlastnosti ukéljici vypaity.
Scitani a nasobeni realnyérsel je:

» komutativni (nezélezi na pedi)

» asociativni (nezélezi na uzavorkovani)

 distributivni (miZeme roznasobovat zavorky)



Pokud chceme pdtat s komplexnimgisly, stejré jako s realnymi dosud, musime se
preswdcit, Ze maji tyhle vlastnosti take.

Pr. 9: Dokaz, Ze satin komplexnichtisel a+bi ac+di je komutativni.

1 Souin je komutativni, kdyz nezéalezi naipdi.

~(a+bi)(c+di)=ac+adi +bci +bdi® = (ac-bd) +(ad +bc)i
' (c+di)(a+bi)=ca+chi +dai ++dbi’ = (ca-db) +(cb+da)i = (ac~bd) +(ad +hc)i

- Diky vlastnostem realnyatisel mizeme oba vyrazy upravit do stejného tvasunasobeni
. komplexnich¢isel je komutativni.

Podobr mizeme dokazat i ostatni vlastnosti
S¢itdni a ndsobeni komplexniclisel je:
* komutativni (nezalezi na p#adi)
» asociativni (nezalezi na uzavorkovani)
» distributivni (m @Zeme roznasobovat zavorky)
= s komplexnimgisly miZeme peitat steji jako s redlnymi.

Dodatek: Predchozi vlastnosti jsou velmiilgzité. Komplexntisla i pes to, Ze jsou pouze
vymyslend, maji velké vyuziti v praxi (ndklad jedno z pojeti kvantové
mechaniky vyZadujeffmo funkce komplexnichisel) a dvodem jecaste&ne
praw to, Ze umo#uji snadné p&tani.

Existuji jeSt obecrjSi mnozinycisel, napiklad ¢isla hyperkomplexni
Z =a+hi+¢ +dk, jejichz vyuZiti je podstathmére ¢asté prav kvili tomu, Ze se
u nich nepodilo zavést zakladni operace tak, aby uvedené \dastnely.

Je-li sowin dvou komplexnich¢isel roven nule, je rovno nule alespbjedno z nich.

Pr. 10: (BONUS)Véta ,Je-li sodin dvou komplexnicltisel roven nule, je rovno nule
alespa jedno z nich® zni samdejme, ale vzhledem k tomu, Ze nasobeni

komplexnichtisel je sloZijSi nez nasobeni realny¢rsel, je poteba ji dokazat.
Pokus se o to.

Komplexnicisla si oznéime z = a, +ib, a z, = a, +ib,, abychom snadji rozlisili, ktera

' realn&gisla pati ke kterému komplexnimu.
. Pouzijeme vzorec pro nasobeni:

z02,=(a,+ib)(a,+ib,)=aa,+abi+bai+bhi?=(agq bh )+(ah sba )i =0+0
. = Plati:aa,—bb,=0 a zarové ab, +ba, =0 (ziskali jsme soustavu rovnic).
aa,-bb,=0 /a, ab,+ba,=0 /b,

aiazz —ahbp,=0 a1b22 +bap,=0

' Rovnice séteme:

alaé —ahbp,=0

~abj+apb,=0

aai+ap?=0




ai(aﬁ +b22) =0 = rovnice v sotinovem tvaru, alesgpjedno z¢isel v sodinu musi byt

' nula.
. Dvé moznosti:

' b)
(i) (3+) (- 1) - (2+1) (3-) (3

=(2i-i?)(-3-3-i-i*)-(6-2+3

a) PlatiaZ +b2 =0 b) platia, =0

= souet druhych mocnin reélnyatisel se Dosadimea, =0 do rovnic ze z&tku:

rovna nule, jen kdyZ jsou éhfo'vny nule. aa, —bb,=00-bp,= 0=bp,= 0

= a,=b, =0 = komplexnicislo z, =0. ab, +ba,=0+ba,=0=ba,= 0
Najednou tedy platibb, =ba, =0. Pokud,
neni druhéislo z, = a, +ib, rovno nule, musi

platit b =0.
Plati tedy:a, =b, =0 = komplexnicislo
z=0.

Pr. 11: Spati:
a) 3(~1+i)(1-1)-i( 2- 3) b) i (2-i)(3+1)(~1-i) - (2+1)( 3i)( 3 2)
0) i(V3+iv2)(V2+iv2) +Vbri(V2riv I+ 4V iV 2

3(a+i)(1-)-i(2- 9)= - wivi=)- 2 B= Box (- )]- 2> @)F

2)=
) :2+)l( 2 4-( #i)( 8 ip=

=i
=(-4i-82-2-4)-(21 14+ B+ B)=( 6 §-( 18 1y= 6i8 19 07

)(\/§+|\/§)(\/_2+|x/_2)+\/_6+|(\/_2+|x/_§+x/_2(\/_3r|x/_%
i

J6+iv6+d + 22 )+\/_6+|\/_2+ 2+ 6 Qz—u(feufe i )2+ & &iv 2

=iV6+i2J6+ 22— 2+ 2/6+iv/ 2=iV 6/ 6 2 &+ 4 6iV 2
§=\/6—2+i(\/_2+\/_6—a

P¥. 12: Petakova:
strana 134/cveni 1 c) d)

Shrnuti: Komplexni¢isla €itame a nasobime jako dulgny.



