4.4.1 Sinova v éta

Predpoklady:

Trigonometrie: feSeni tloh o trojuhelnicich.

Praktické vyuziti: zangrovani a ndieni vzdalenosti, triangulai st’

Triangulaéni sit’: je problém niiit vzdalenosti dvou badv krajiné = zmetime velmi
peclivé vzdalenost dvou bdida z nich vztyime trojuhelniky (s vrcholy na viditelnych
mistech), v trojuhelnicich dopidame velikosti stran=> ziskame sitrojuhelniki, které
pokryvaji réjaké uzemi a jejichz vrcholy nam untagi zantfit libovolny dalSi bod v kraji&
Ceskoslovenskéa astronomicko geodetickatsz roku 1955
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trojuhelnicich.

Problém: Trojuhelniky nejsou obeérpravouhlé= zatim je nedokédzeme dajiat =
musime najit vzorce pro obecné trojuhelniky.

Zatim mame vzorce pouze pro pravouhlé trojuhelniky:
» Pythagorova #ta,
» Definice goniometrickych funkci.

= zkusime najit jejich obdoby pro obecny trojuhelnik

Sinova Wta:
Pro kazdy trojuhelnilhBC, jehoz vnitni ahly maji velikostia , £, y a strany

délkya, b, ¢ plati : 2 =2 =S
sinag sing  siny

Pokyny pro numerické vypaity:
* Ve vSech dalSichifkladech peitej uhly s pesnosti na minuty, délky $gsnosti na
dv¢ desetinn&isla.



* VSechny hodnoty piitej, pokud je to mozné, z hodnotenych v zadani.

* VSechny vztahy uprav do tvaru, kdy vyi&lprongénnou, kterou pdebujes utit, a
vznikly vztah zadavej do kalkulatoru najednou.

H Pr. 1. Ur¢i zbyvajici strany a ahly v trojuhelnil&BC, je-li dano:a=10, £ =100,
y=50.

- Nejdrive ugime Uhela (potebujeme Ghel pro stram):
a+B+y=180C=a=180-(B+y)= 180-( 100+ 50=
- Ted mizeme pouzit sinovouetu:

L a b b= sm,Bm sin100

T [10=19,7C
. sina  sing siny sin30

B o € SN SN0, g 5

L sing  siny sinoy sin30

V trojuhelnikuABC plati: a=10, b=19,7C, ¢=15,32, a =30°, =100, y=50°.

Poznamka: Uhly udané v minutach {fpadre i vtefinach) zadavame datginy kalkulaek
pomoci ti&itka °'", nagiklad prosin 3¢ 15'44 takto:
V nejhorSim pipac je mozné i pevadni minut na stuphidélenim 60.

Pr. 2:  Ur¢i zbyvajici strany a ahly v trojuhelnildBC, je-li dano:b =51, 23, a =61°28,
y=8°13".
- Nejdtive ukim thel B (pottebujeme Uhel pro strarb):
a+B+y=180= =180-(a+y)= 180-( 61 28' B 1p= 110 ]

' Ted’ mazeme pouzit sinovoustu:
. a b sina Sin6E 28’

= _—a=T b= [51,23= 47,9
. sing  sing sing sin110 19'

| b _C :>C=3|.ny[b: sin® 13' 51 23= 7.8

; sm,B siny sing sin110 19°

-V trojuhelnikuABC plati: a=47,99, b=51,23 ¢=7,81, a =61°28, f=11019,
y=8°13"

H Pr. 3:  Ur¢i zbyvajici strany a ahly v trojuhelnildBC, je-li dano:a=6,1, b=7, 2,
a=55.

- Nejdtive ukime uhel 8 (potebujeme uhel pro stra).
| L_L:sunﬁ_Emna_Lz sin58= 0,9668 = B=7513
L sinag  sing 6,1

Dopcaiitame Uhely:

a+[+y=180C = y=180-(a+p)= 180-( 55+ 75 1B= 49 4
- Ted’ miZzeme wéit c:

L a c siny sin49 47!

2 = oc=a-= [6,1= 5,6¢
L sing  siny siny sin55




-V trojuhelnikuABC plati: a=6,1, b=7,2, c=5,69, a =55°, f=75°13, y=49°47.

trojuhelnik a=6,1, b=7,2, ¢c,=2,57, a =55°, B, =10447, y, =20°13".

Pr. 4. Owf, Ze i druh&eSeni vyhovuje zadani a najdi tedchozim postupu chybu.

- Musi platit sodet Uhli v trojthelniku:a + 8+ y =180 .
| 55°+104 47+ 20 13+ 18C - plati.

" Musf platit sinova %ta: b C

l sina sm,[:’ siny

| 'a _ .6,1 £ 7 447 'b _ 1,2 ~7 447 c _ 2,57

. sin@  sIin58 sinfg sinl104 47" smy sin 20 13'

- V8echny vysledky jsouijblizné stejné= jde opravdu o spravriéseni.

Kde se stala chyba?

Nami nalezenéeSeni je spravné, ale nenasli jsme drahé&hyba ve chvili, kdy jsme
z hodnotysin 8 urcovali uhel 5.

S je thel z intervaIL(O;ﬂ) . Jak je vidt z jednotkové kruznice, uhly, pro které plati
sinf = 0,96687, jsou v intervalu(O;ﬂ) dva = musime poditat s oktma.
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H Pr. 5: Urc¢i zbyvajici strany a ahly v trojuhelnild&BC, je-li dano:a=6,1; b=7,2;
‘ a =55°. Najdi v8echnaeseni pikladu.

- Tentokrat to zkusime spravre.
' Nejdiive ucime uhel 8 (potrebujeme Uhel pro strat).

i—L:smﬁ—EESlna'—?—z sin58= 0,9668

. sing  sing 6,1

- Uhly s touto hodnotou sinu mohou existovat dsamusime zkoumat oba.
B, =75°13' B,=180°—- (5 =180~ 78 13= 104 4
Dopcatitame ahely;: Dopctitame dhely,:



a+pB+y=180 = y=180-(a + ) a+pB+y=180= y=180-(a +p)

Y, =180°—(55+ 78 13'= 49 4] Y, =180° - (55 + 104 47)'= 20 1.
Ted mizeme vypéitat c;: Ted mizeme vypéitat c,:
= o=V = o=
sinag  siny siny sing  siny siny
_ S|.nyl = S|n.49 47[6,1: 5, 6¢ ¢, = S|'ny2 = sm. 20 13[6,1: 2,57
sina sSin55 sina sSin55

- Priklad mé dvé reseni:
'1)a=6,1,b=7,2,¢ =569, =55, B =75°13', y, =49°47.
'2)a=6,1,b=7,2,¢,=2,57, a =55, f=10447, y=20°13"

Pr. 6: V trojuhelniku jsou dany dvstrany (o velikostech 8,7 a 5,3) a Uhel prétsiz nich
(85°35"). Urci vSechny strany a uhly v trojuhelniku.

- PYi vypoctu budeme pouzivat vzoree mizeme si uleéit praci pojmenovanim stran.

- Strany si nizeme pojmenovat libovotnnagiklad a=8,7, b=5,3. Zadany Uhel ma lezet
- proti deli ze zadanych stran leZi proti strada = a =85°35..

- Nejdtive ugim Uhel 8 (potebujeme thel pro straib).

a b

8 b ging=2ming =23 sinss 350 0,6073t
L sina  sing a 8,7

- Uhly s touto hodnotou sinu mohou existuji dwamusime vyuZit oba.

B, =3724 B, =180° -, = 180~ 37 24= 142 3
Dopcatitame ahely;: Dopctitame dhely,:
a+pB+y=180= y=180-(a+p) a+[+y=180= y=180-(a+p)
y, =180°—(85 35+ 37 24'= 57 ¥, =180°—(85 35+ 142 3¢=- 48 1
Ted mizeme vypéitat c;: Zaporny uhel neni mozmny priklad méa
: jedinéieseni.

_a _ .c o= S|.ny@
sing siny siny

_SINYi sin57 1 8,7= 7.3

sing sin8% 35°

- Priklad ma jedndeSeni:a=8,7, b=5,3, ¢=7,32, a =85°35, f=37°24, y=57°1".

PFr. 7. Najdi divod, pra@ autor zvolil ozn&eni stran v fedchozim gikladk praw timto
zpisobem.

- Davod neni matematicky, ale souvisi s pouzivaniditpdi. Jelikoz dva fedchozi piklady
' jsou stejné a lisi se jen dosazenim. Mohli jsmkatigosledni fiklad pouhym zkopirovanim
. a prepsanim hodnot.

Sinova \¢ta si koleduje o ikaz, nejdive zkusime vztalq,i :,L.
sing sing



Mame ostrouhly trojuhelniRBC. Sestrojime vySkw, , jeji patu oznéime C,. Vzniknou dva
dalsi trojuhelniky -ACC, (modry) aBCC, (zeleny) oba pravouhlé> s nimi umime péitat.

A c G, B
V obou trojuhelnicich vyjadme velikost vyskyv, .

 trojuhelnik ACC, (modry): sina :VFC:VC = sina [,

 trojuhelnik BCC, (zeleny):sinﬁ’:vzczwC =singGa.

Oba vyrazy prov. se museji rovnat, = smb= sfila.
sing=sinB@ / sinr OsinB)
b a

—_— = (to jsme mdli dokazat)
sing sina

Plati toto odvozeni vzdy?
Plati pouze pro Uhlyr <90° (aby situace odpovidala obrazku).

Pr. 8: Provael dikaz platnosti vzorce,b— :,i, kdyz plati a =90°.
sing sina

' Nakreslime obrazek:

- A=G, c £
- Modry trojuhelnik zmizel, ale plati, =b.

Trojthelnik BCC, (zeleny):sinf="C =, = sinj(a.

Dikaz se zda, kdyz bude platitv, =b = sio[B. Vime, Ze plati:



V. =b=1[b=sina b, protoZzesina = sing: 1

Oba vyrazy prov. se museji rovnat, = smb= sfila.
- sina=sinB@& /{sinxyOsing)
b a

— == (to jsme nsli dokazat)
L sing  sing

Pr. 9: Provael dikaz platnosti vzorce_b— :_i, kdyz plati 180° >a > 90.
sing sina

' Nakreslime obrazek:

e A c B
- Modry trojuhelniksastene prekryva trojuhelnik Srafovany {podne zeleny).

-« trojuhelnik ACC, (modry): sin(7r-a) :VFC:VC =sin(7-a) b,

. trojuhelnik BCC, (§rafovany):sin,8:V—C:>vc =singla.

; a

Potebujemesina , nesin(7-a).

sin(7-a)=sinrcom - cog sia= 0 cos—(- )1 sir= st = tedy: v, = sir [b.
Oba vyrazy prov. se museji rovnaty, = smb= sila.

singb=sinB&  / sinaOsing)

5 L =,i (to jsme ndli dokazat)
- sing sina
Zadna dal$i moznost velikosti Ghtu neni= vztahi =L jsme dokazali pro

sinag sing
vSechny obecné trojahelniky.

Pi

Postireh: Timto jsem fakticky dokézaliplatnostvzfah_b—: _C a _a = _C :
sing siny sing siny

kresleni obrazku nezaleZelo na tom, jakym pismesiesttany, se kterymi jsme pracovali,
L e - . . a b .
ozna&ime = sta&i zmenit ozn&eni vrcholi a dokdZzeme misto rovnost— =—— jednu
sinag sing
ze zbyvajicich dvou rovnosti.



B

Pr. 10: Nakresll obrazek pro prvitast dikazu tak, aby z ni vyplynula rovnost
c

S|n,8 siny

Prohodlme ozreeni vrchoti tak, aby vrchoA byl nahde.

C

Zaménovani vrcholi se u trojuhelnikia pouzivadasto, postup se nazyva cyklicka zaéna
a v tabulkach byva popisovan &mito schématy:

D00

b c b
Vzorec—— =—— ziskame ze vzorce— =—— tak, Ze se posuneme ve&msipek o
sing siny sinag sing

jeden znak déle.

Pr. 11: Ve wté o obecném trojuhelniku vystupuji vrcholy a B, stranaa a Uhely.
Pomoci cyklické zany uri, které vrcholy a strany budou vystupovat ¥&v
s uhlemg.

Uhel B ziskame z Ghly posunutim o dva kroky (o é\8ipky) = posuneme v3echno o dva
- kroky = ve wt& budou vystupovat vrchol§ aB, stranac a Ghel 3.

Poznamka: Pri formulaci Wty se také mizeme zcela obejit bez pojmenovavani strany thl
nebo vrchai. Nagriklad sinova ¥ta miZe byt vyslovena takto:
Pro kazdy trojuhelnik plati, Ze pomér strany a sinu protéjSiho Uhlu je vZdy stejny.

P¥. 12: Petakova:
strana 49/cwieni 75 b) ¢)
strana 49/cvieni 79

Shrnuti:



