4.3.7 Vzorce pro polovi €ni Uhel

Predpoklady: 4306

Ve vzorcicos X = coéx— sifix se vyskytuje goniometricka funkce px a x najednou.
Zkusime odvodit vzorec pro pol@wii hodnotu.

Vzoreccos 2y = cody— sify, chceme ziskat vzorec sjrF:
cosZy=(1— sifA y)— sify

cosy = I 2siAy

2sify=1- cos¥

sin y—l_ COS%’ = 4/sin’y =|siny| = ,/% (provedeme substltuqr——)

1- cos}
‘/ (prvnl vzorec pro polo¥ni uhel)

Vada na krase.Nezustlme |b|mo hodnotu sinu, ale pouze absolutni hodnsettznaménko
musime zjistit 8kde jinde.

sm

Pr. 1: Odvad analogicky vzorec pr#o%‘.

' Vzoreccos?y = cody- sifiy, chceme ziskat vzoremsy =:
cos2y = co%y—( t ccfsy)

cosy = 2cody-—

2cosy= M cos®

coSy= 1+ COSB/ = Jcos y =| coy/| = ,/1+C§S%/ (provedeme substituqi=§)

‘ 1+cos} 1+cosx
. |cos— \’ ,/

Vzorce pro poloviéni uhel:

sinf _ 1- cosx cosz 1+ cosx X _ vJ1-cosx
2 2 2 2 2| 1+ cosx




Pr. 2: Odvad vzorec pro

X
tg—|.
)

X

: - sin—

- Stasi si uwdomit, ze vzdy plattgx—s—, pak plati |tg—

! COSX 2 X
coS—

2

; sinX 1-cosx

. ‘tgﬁ‘: 2| _ 2 _~1-cosx

12 co%‘ \/1+ czosx JH cox

Pr. 3:  Ur¢i presnou hodnotls;ing.

T J2 2-2
sin¥] = /1 cos ,/1 %54 _ J SR R Jz-fz_Jz-fz
L lsin= = = =
= 2 2 2 2 4 2
—D O , kde platisinx> 0 = sin E: 2-4/2
1 8 2 8 2

1 15°(0;90), kde platicosx > C = cos15 =

Pr. 4: Ur¢i presnou hodnotwewos15 .

V3 [2+4/3
| x| _ |1+ cosx ¥ cos30_ |1t 2 24
' |cos=| = = |cos1§= = = =
' 2 2 2 2 2 4

2++/3

2

Pomoci vzora pro hodnoty polowiniho Uhlu nizeme snadno zahigy/at tabulku hodnot.

Pr. 5: Ur¢i presnou hodnotiwos195 .

- Musime Zzjistit, z jakého Ghlu budemecftat: 195[2= 390= 366- 3' = c0s390 =§
V3 [2+4/3

- X| _ |1+ cosx ¥ cos3%0_ YT 2

- |cos={ =, =|cos1§= = 2 —y—2 = |

' 2 2 2 2 2 4

195°0(180 ;270), kde platicosx< G = cos198 = -

\2+4/3
YRR

N



X
2t9—
Pr. 6: Ur¢i defini¢ni obor a uprav vyraz—z.

1+ tgz)z(

. tgg, musi plati§¢g+km:> Xz m+k2r

. . jmenovatel zlomku je vzdy kladny (st jednéky a druhé mocniny),
= xOR-| J{m+k2n

kOz

sinz Zsiré Zsirﬂz
2 2 2
2tg5 coss cog cos osih cbs
2 _ 2 _ 2 _ a2 TH TS
1+tg* = sit>  codZ+ sifX ! < cos
1+ ~ cos = 2
cos = COéE 2

| =2sin2 coss = sifh 7k |= sin
; 272 2

PF. 7: Vyie$ rovnici\/i_%sing— sinx= C.

' Problém: Rozdilné argumenty u obou sirZdanliw by bylo mozné pouZzit vzorec pro
. polovi¢ni thel, ale v rovnici by se objevila odmocnina,selubych umotiovat. = lepSim

ieSenim je substitucé =y. Pouzijeme pak vzorce pro dvojnasobny uhel, kte@bsahuji
- odmocniny.

@sing—sinx: C

Substituce: y:g

\/§siny— sin2/= (

- J/3siny- 2siny coy = |

siny(\/_3— Zcosy): (

. Sowinovy tvar:

siny=0 (\/§—Zcosy)= (
=0+kl0r
% J3=2cosy
J3
cosy =~
J 2
1
Y, :€n+kE?_7T



11

y3:€n+kE2n

. Navrat k pavodni proménné:

X _x 1 X _

=—==0+klr ==2=—m+k2mr = —77+k[27T
nTo 2757% ¥a = 2 6
A -0+kOr 2 %-loier 2 %-over 2
2 2 6 2 6
X1:O+k|:2n X2::—Lﬂ+km77' X3:E-ﬂ+km-ﬂ'

3 3

K =U{k[2m%n+k£4n;%ln+kD4ﬂ}

kOz

Dodatek: Vzorce pro polovini Uhel se nepouzivajiikSeni rovnic a nerovnic, protoze do
zanaSi odmocniny a nutnost umogéani (a dlani zkousek). Rovnice geSi
substituci na dvojnasobny uhel, ktery se odstraafor pro dvojnasobny thel.

cos X

Pr. 8: Ur¢i defini¢ni obor rovnostl—x ——1$|n 2X a pak dokaz jeji platnost:
cotg— gE 4

o N oo X oor
a) pouzitim vzoré pro poloveni thel b) substitucy ZE a pouzitim vzorg pro

dvojnéasobny thel.
Ktery z obou postupje korektrgjSi?

tgﬁ,musiplati§¢7—7+kE?T:x¢n+kE2n

2 2 2

! X ] X

Lo coth, musi plat|§ zklr= xzk2mr

o . , X . X X X X

i » jmenovatel zlomku je nenulovy coth— tgzi C=> coth: th = tg§¢11
= X2 T o w2 Dkt

o 2 4 2 2 2

= xO R—U{k E—f;—[} (vSechnyit skupiny zapsany pohrom&d

kOz

cos X cod x 1 12
a) = =—S8in 2x=—"2SinX cox
cota = ta x/1+ CcoSsX x/l— cox 4 4
g 10 b
2 2 J1-cosx \/ H cox

cos X
(\/1+ cosx)z—(\/l— cos<)2
| V1-cosx 3/ ¥ cox
COSX 1.
= —sinx
 l+cosx—(F cox) 2
- J(1+ cosx) ( + cos)

1.
=-—-SiNnX cOSX [ cox




COSX 1.
 ———— =—-SinX
. 2c0osX

- V1-cog x
——}sinx

2 2

- sinx

I sinx = sinx

cos x 1 cos 2

b) ———— = sinx = _CS Y _ Lgingy
: cotgi— th 4 cotgy—-tgy 4

. cosy 1. _
EW_4ZSIn2yCOSX/ /:cosy

. siny  cosy

| cosy 1.

| ————————=-—SIn

- cosy-sify 2 2
. sinycosy

- coy-sify L

 —————=-=2siny co

- cosy-sity 2 yeoy

. sinycosy

. siny cosy = siry coy

- Druhy postup je korekjsi, nemusiméesit problémy se znaminky a odmocninami ve
' vzorcich (i Upravach v bogla) jsme je takt®zamEeli).

PF. 9: Ur¢i piesnou hodnotu;in%. Owt na kalkul&ce, zda hodnota ziskaného vyrazu

odpovida hodnétvypoctené kalkulgkou jako sin%.

plat: =13 fsinX|= 1200 musime wit cos” .

; 16 2 2 4 2 8

T T . . ) ] ' )
: E;ED(O;EJ’ kde platisinx > 0, cosx > C = vSechny ziskané hodnoty jsou kladné.
I ’ T J2 o [2+4/2

. 1+cos— = |==

E COSEI 1+COSX: COoS—| = 4 = 2 - 2 :\/2"'\/5:\/24'\/_2

= 2l V2 8 2 2 2 4 2

- 1-cos?  |1- 2+4/2 2-y2+y2

Pl X|_ [1-cosx . TT| g _ 2 B 2 _

CSIN—| = =|sin—|= = = -

2 N2 14 2 2 2

2

:\/2—\/2+\/_2 :\/2— 24~/ 2
| 4



Kalkulatka; Y2 VY2 V2+V2 0,19509032;, sin—= = 0,19509032.

Pro zajimavost%5 =0,1963495: = pro mal&isla se hodnoty funkcg =sinx blizi

hodnotam funkcey = x.

Pedagogicka poznamkaNejéastjSim problémem je zadani vyrazu do kalkidaa
piepinani mezi stupni a radiany.

PF. 10: Petakova:
strana 48, cvieni 66 a)
strana 48, cvieni 69 c)
strana 48, cveni 70 a)
strana 54, ceni 20 b), e)

Shrnuti:  Vzorce pro polovini ahly obsahuji odmocniny a proto se substitutiy\pame
jejich pouZzivani fi reSeni rovnic.



