4.3.6 Vzorce pro dvojnasobny uhel

Predpoklady: 4305

Zatneme pikladem.

PF. 1. Pomoci so&tovych vzoré odvad’ vzorec prosin 2x.

- sin2x= sin(x+X) = sirx cogx+ cas sk= 2sin co

tg 2x = tg(x+x) =

' sin60 = sin( 2130) = 2sin30 cos38 %

cosl = cof 2= cail- ﬁ%(ﬁj[QJ

Pr. 2: Pomoci sottovych vzoré odvad’ vzorec procos X.

. cosX= co§x+x)= cos cos- sin siE Cos- Si

PF. 3: Pomoci soétovych vzoré odval’ vzorec protg 2x .

fgx+1tgx _ 219X
1-tgxtgx 1- tg x

Tim jsme ziskali druhou skupinu vzérc
Vzorce pro dvojnasobny uhel:
* sin2x= 2sinX coxX
e CcosX= co$x— sifx
_ 2tgx

Pr. 4. Otestuj vzorec prein 2x vypoctem sin 6¢ z hodnot goniometrickych funkci pro
Uhel 30°.

V3 _+/3
2 2

Pr. 5: Otestuj vzorec pr@os X, pomoci vypotu cosg z hodnot goniometrickych funkci

Vid
ro Uhel—.
P 4

2



‘ Pr. 6: Vyjadii cosX pomocisinx a cosx.

V intervalu (7_27;”) je cosx< 0 = cosx= —?.

Sin2x = 2SinX cox = %[ﬁ—ﬁJ:_ﬁ

cosX= co$ 2+x)= COSR2 coS- Sin2 3<iI-T-( tas 29&)1 xe$  sin xfos x=sin

=co$ x- sifx cox— 2sifix cos= cbs- 34k 00S

PF. 7. Vyjadii sin3x pomocisinx a cosx.

- sin3=sin X+X)= sin® cog+ cos@ SkE 2sin 00S xes( ?00s 2>s)n X sin

- =2sinxcod x+ six cdx- sfk= 3sin cbs- &in

Posireh:

Ve vzorcich prosin2x a cos X tvoii pravou strandleny davajici druhé mocniny
goniometrickych funkci, ve vzorcich pgin 3x a cosX jsou na praveé strarieti mocniny.
Ziejme je v tom rgjaka zakonitost. Vice po#ji.

PF. 8: Ur¢i hodnoty goniometrickych funkain 2x, cos , tg2x, sin4x a cos4,

jestlize platisinx :g a XD(%T; ﬂj .

 Abychom mohli pouzit vzorce pro dvojnasobny uhalsime znat hodnotsinx i cosx =
' nejdiive ukime cosx: sin®x+ co$ x = .
- coS x = 1- sifx

ol =TSR o (2) 2 [pA- [5.45
;|cosx|— 1- sidx = 1—(3) = 1—9— 5= 3

\5

3 9

3

2 2
cos X = coéx— sihxz(—?} —(_Zj _>_4_1

NG

=S 9 L

cosx 1
9

Hodnoty sin4x a cos 4 ur¢ime podle jiz wtenych hodnotsin 2x a cos .

sindx=sinq X)= 2sin® cose= [%—

cos4= cosf 2)= cdsx- sﬁnx&(%) —(—4—\/%]-—1—@-— s
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PF. 9: Petakova:
strana 45, cvieni 49 c)
strana 45, cveni 50 a)
strana 46, cveni 51 a), ¢)

Pr. 10: Ur¢i defini¢ni obor vyraz v rovnosti a dokaz jeji platnost.
a)1-cos X = 2siAx b) _sinx_ =tgXx
1+cos X
COSX _ I} tx

1+sinx tox

Ea) 1-cosX = 2siAx

P XxUOR

1—(co§ X — sir’fx): 25sifix
1-cog x+ sifx= 2siAx

- Sin® X+ sir’ x= 2sirf x

- 2sin? x= 2sirf x

sin 2x
—————=1gX
1+ cos X
-+ Leva strana: zlomek> nesmime dit nulou = 1+cosX# (= cosx#-1=

b)

22Xz m+k2mr > x¢g+kn

* Prava stranatgx = x¢7—2T+ /4

= xO R—U{g+kDT}

kOz

sin2x _  2sinx cox _  SiX
- 1+cosX ¥ cosx- siix  cos
. 2sinxcox  _ six

- 1-sin’ x+cos$x cox
. 2sinxcox _ 2six cos_ sk

. co¥ x+ codx 2 cosx cos
. sinx _ sinx
| COSX  COX

CoOSX _ F tx

C =
1+sin2x 1+ tgx
'+ Leva strana: zlomeks nesmime dit nulou = 1+sinx# (= sinx#-1=

2X¢:—;ﬂ+k[?_ﬂ = X¢§ﬂ+kﬂ



i ) T ] :
- » Prava stranatgx = x¢5+kn, nesmime é&it nulou 1+ tgx# 0 = tgx#z-1 =

x# -2k
4
= xDR—U{E+kD7:§7T+kUT}
E kOz 4
1_sinx
cosx _ codx- siix _ % t§_" cosx

§1+sin2><_1+ 2sink cos  t tg 14 SINX

cosx
| COSX— Sinx
- (cosx~ sinx)( sik+ co®) _ osx
- sin®x+ co$ x+ 2sirx cog COSX+ Sinx
| cosxX
- (cosx— sirx)( sink+ co%) _ cosx- sinx
(sinx+ cosx)” cosx+ sirx

| COSX— SiNX _ COS— Sil
! COSX+ SinX Ccos+ SiX

Pr. 11: Ur¢i defini¢ni obor vyraz a zjednodus je.
sin 2x+ 2codx six
2C0SX+ cosk+ 1

a) (sinx+ cos)’ - sin& b)

) (sinx+ cosx)” - sin®
- xOR

| . 2 . . . .
- (sinx+ cox)” - sin&= sifix+ 2sik cost cos- 2sin eos °

SR (003
sin 2x+ 2codx six

b
| ) 2cosx+ cos&+ 1
- Zlomek = nesmime é&it nulou = vyraz je iliS sloZity, p@gkame na stav po Gpravach.

- sin2x+ 2co$x six _ 2sim cost 2Cos sin _ 2sinxcos( ¥ cos)
. 2cosx+ cos®+ 1 2cost cbs- SR+ dost S 2xos  2gos
- 2sinx cox( # cos)
. 2cosx( &+ cos)

=sinx

Citatel zlomku ped kracenim2cosx( &+ cos) =
| Vs

e cosxz (= X¢E+kﬂ

5- 1+cosx# C= cosxz—-1= x#m+k2r

= xO R—U{E+kD7;n+kE2ﬂ}

kOz



PF. 12: Petakova:
strana 46, cv¥eni 52 e), j), k), t), 2)
strana 46, c¥ieni 53 d), g), )

Pr. 13: Vyies rovnicisinx—sin X = (.

- Problém: Uvnitt kazdého sinu je jin&slo = pouZijeme vzorec prsin 2x a pak deeSime.
L sinx—sin2x= (

1 sinx— 2sinx cox = (

- sinx(1- 2cox) = (

- Sowinovy tvar:

sinx=0 (1-2cox) = (
K, ={J{o+k} 2cosx =1
kOz 1
COSX==

K, = U{%ﬂ+k[?_ﬂ',—2ﬂ+k[?_ﬂ}

kOz

K :U{km%n+kmm—gn+k@_ﬂ}

kOz
. . . 1
Pr. 14: Vyies rovnicisinx cos<:z.

. Problém: Na levé stratisolin sinx a cosx, vpravo neni nula= nejde na satinovy tvar.

' Napad: Vlevo je téngi cely vzorec prein 2x = zkusime vzorec zkompletovat a tak ziskat
' rovnici s jedinou goniometrickou funkci.

sinxco&:% [z

2sinx cos<=% (pouzijeme2sinx cosx = sin R)
sin2><:1
! 2
- Substituce: a = 2x
. 1
. sihna==
: 2
=T iken 82:§ﬂ+k[2ﬂ
6 6
. Navrat k pivodni proménné:
2x1=a1:g+kE2ﬂ 2X2=a2=gﬂ+kDZﬂ
T 5
2)(1:E+k|:2ﬂ /:2 2x2=671+kD?n [:2
=2k :£n+kﬁr
12 12



K1:U{1—7;+km} K2=U{1—527T+kDT}

kOz kOz

K :U{1—12n+km1£2n+km}

kOz

Pr. 15: VyieS rovnicicos X+ cox = .

" Problém: Uvnitt kazdého cosinu je jinéislo = pouZijeme vzorec preos % a pak
- doreSime.

| COSX+ cox= |

cos x— sirf x+ cox= |

- cos x—(l— coéx)+ CO% =

2cog x+ cox— E |

' Substituce: y = cosx

- 2y?+y-1=0
" btb?-dac _ 1 {F-4(-) -1:+3
i 2a 2P 4
y—ﬁ—_l y__1+3__1
Tt 4 24 2
. Navrat k pivodni proménné:
%, = cosx, =1 Yy, = COSX, -1 = tretinové Ghly v kladné
K, = | J{7r+kr27d 2
KOz polorovirg osyx

X, =7—;+kE271, X ::—5371+kE271

K, =U{’—T+kmn~,§n+ktm}
kOz 3

K =U{7T+kmﬂ",§+k@ﬂ;gﬂ+kmﬂ}

kOz

‘ PF. 16: Vyfes rovnicisin6x+ 2co$ 3= (.

| Problém: Uvnitt obou funkci je jin€islo, navic ob ¢isla jsou porérné velka (hemame nan
' vzorce)= substituce.
- Substituce: y = 3x
sin2y+ 2cody= ( = ted miZzeme pouzit vzoresin 2y = 2siny coy .
- 2siny cosy+ 2cdsy= 0 /:
siny cosy+ coéy= |
cosy( siny+ coy)= ' = souwinovy tvar.
cosy=0C siny+ cosy = (
yl:E+kBT siny=-cosy /:coyv této &tvi cosy# C



__tgy:—]_
cosy
y2:§ﬂ+kBT
. 4
' Navrat k pavodni proménné:
:3x1=g+kl]7 y2=3x2=§ﬂ+k137
3><1=’—2T+k1:n /:3 3x2=%ﬂ+k137 /:3
)(127_1+de x2=77:+kE-g

U{ vk 5+kﬂ}

kOz

Pr. 17: VyieS rovnicitgx+ cotgx = 4cosR.

- Problém: Rizné funkce, izné vyrazy uvnitfunkci = prepiSemetgx a cotgx pomoci

. sinx a cosx.
| S|nx+cos>< 400S X
| COSX  Sinx
| s 2
L sin® X+
- sin”x C,O§X:4cosz<

COSX Sinx

1 . ) ., .

| ——————=4c0sX (jmenovatel zlomkuifppominasin 2x = 2sinX cox)
. COSX SinX
' 1=2cosx[2six cos
- 1=2cosXx[sing (vzorecsin 2x = 2sinx cox pouzijeme jestjednou)
- 1=sin4x
' Substituce: a =4x
- sina=1
a=7—T+kD27T
| 2

Navrat k pavodni proménné:
a:4x:g+kE2n

4X:7—27+kD7JT /:4

x=7—T+kE-f_—[
: 8

. Problém: Na pravé strahneni nula= nemiZzemeresit jako nerovnici v s@inovém tvaru.

Ul

kOz

Pr. 18: VyieS nerovnicidsin 2x cosX > .



- Napad: Vlevo je téngi cely vzorec prasin 2x (s dvojnasobnym argumentem) zkusime
' vzorec zkompletovat a tak ziskat nerovnici s jedigoniometrickou funkci.
- 4sin cosx> 1 /::

- 2sin 2 cosx>%
sin4x>l

5 2

I Substituce: a =4x

| 1
' sina>=
| 2

ZakladnireSeni rovnicesinazé: alzg+kE?_n, a, =§n+k[27r.

2m = K= (7_7;1”)

, kz\ 6 6
. Navrat k pavodni proménné: (prepaiitame meze a periodu interugl
a1=4x1:g+kD?7T a2:4x2=gn+ktzn
T 5
4)(1:€+k|:PJT /:4 4x2=€71+k[?_n /4
xl:£+kﬂ Xz—zlﬂ+kEE

K U(—+kﬂ n+kd_—[j

kOz

V3

PF. 19: Vyfes nerovnicicos x - sirf xs7.

SE

Na prvni pohled jasné&3eni:cos x—( 1- coéx) <



2C0S X< B? = problémcislo na pravé stra@mpo odmociini nebude péit mezi

tabulkové hodnoty= budeme muset pouzivatccos = zkusime se vratit kiyodnimu

- zadani:cos x— sirf x< -

Ne

Néapad: Leva strana tvié vzoreccos X = co$x— sifx.

cos?xsg — trivialitka.

' Substituce: a=2x.

cosas ¥
' 2
ZakladnireSeni rovnice:osazg: a =%T+k|:?_ﬂ, a, =1—E;L7T+kD27T (Sestinove ahly

" v kladné polorovia X).

\ 4

e . o . . 11 . .
' ReSenim nerovnice jsou vSechtisla v mtervalu(g;gﬂj , hodnoty se opakuji s periodou

2 = K= (ﬂ 1177).
i kOzZ

6’6

' Navrat k pavodni proménné: (piepaiitime meze a periodu interigl

a1=2x1:g+kE2ﬂ a2=2x2=%177+kD?77
2x1=7—67+kEPJT /:2 2x2=1€1n+kD?7T /:2
=" ikor :1—17T+kUT
12 12

11

K =U(£+kml—2n+kmj

12

kOz

PFr. 20: Nakresli graf funkcey =sinx cosx.

. Problém: Funkce vznikla jako sa@in dvou goniometrickych funkct> museli bychom
. nakreslit oba grafy a ,nasobit" je mezi sebou.



- Postreh: Predpis funkce fipomina vzorecsin 2x = 2sinx cox, funkci y =sin2x bych
- nakreslil snadno.

y:sinxcosx:% 2 i cox:—; siné = kreslime graf funkcey:%sin 2X.

Plati: y :%sin( 2x) :—; f ()

Zvolime x.
Vypocteme 2x .

Nakreslime funkciy = f (2x) = sin( ).

Nakreslime funkciy :% f (2x)= —;sin( X).

1 4
] 1 1 1 1 1 1 ) 1 1 1 n 1 1 1 3 1 1 1 Tc 1 1 1 5 1 1 1 TE'
2 T 2 2 2
T 11 T 2n 3 4n 5n 6n

PF. 21: Petakova:

strana 53, cwieni 13 d)
strana 53, cveni 14 a), d)
strana 53, cveni 15 a), d), g)
strana 53, cvieni 16 c)
strana 54, cveni 17 d), f), g)
strana 54, cveni 18 a)
strana 54, cveni 19 d)

Shrnuti:
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