4.3.3 Z&kladni goniometrické vzorce |

Predpoklady: 4301

Dva vzorce, oba zname uz z prvaku.

Pro kazdé xR plati: sin®x+ cog x= _.

Dukaz:

Pouzijeme definici obou funkci v jednotkové krunic
A

—
sin(x) \
1 20°
< xTO R
- cos(x) S 1

-1
\ 4
Obe funkce jsou satadnice bodd na jednotkove kruznick body STT tvori pravouhly
trojahelnik= plati Pythagorovadta [ST|"+| § 1" =| ST =1 (bodT leZi na jednotkové

kruznici).

Pr. 1. Ur¢i hodnoty vSech goniometrickych funkci v kod jestlize platisinng a
zarove xD(l—ZT ;ﬂj.

' Hodnotu cosx urtime ze vzorcesin® X+ cos x= .

- cos x = I~ sirf x

cosx| =+ 1= siff x (protozevcos x =| cos{)

5 . 3Y _[,9_[16_4
i =+ 1- ﬁ = = = +r—= [ —=—
cosx| =+/ 1~ sirf x (5) 2\ 25" &
' V4 4

| COSX jeV intervalu(E; nj zaporny = COSX=-—

Hodnoty ostatnich funkci zjistime s definich vztat:



3 _4
sinx_ 5 _ 3 _ cosx 5_ 4
tgx=——=—21=—— cotgx=——=—=——
cosx _4 4 X sinx 3 3
5 5
Pr. 2:  Ur¢i hodnoty vSech goniometrickych funkci v léod jestlize platicosx = —% a
. , . . . . Vg Vg 3
zarova sinx < 0. Rozhodni, do kterého z mtemaﬁo;aj, (E;nj, (n‘,Enj a

3 JE
— 71,277 | nalezi uhek.
2
' Hodnotusinx uréime ze vzorcesin® x+ cos x= ..

- sin®x =1~ cog x

|sinx| =+/1~ co$ x (protoie\/sin2 X =|sinX)

|sinx| = m—‘/ =, ¥ ——\/7—— = S'nx__z—\?{z (sinx<0)

' Hodnoty ostatnich funkC| ZJIStIme s detinich vztali:

: 22 1 7
i sinx 3 _ _cosx_ 3 _ 1 2
tgx=—"=—3_=2/2 cotgx = = =——=2°
9% osx 1 %= Sinx 22 2af2 4

w
w ‘

- ProtoZe hodnotginx i cosx jsou zaporné, leZi koncové rameno orientovanéhoxive

tietim kvadrantu a plati tEdX(D(lT,gﬂj.

Pr. 3: Ur¢i, kdy je definovan vyrazllc%gtg; a pak jej zjednodus.

. Defini¢ni obor: Musi byt definovany vSechny funkce ve wyra
* tgx neni definovan prm:g+ ki,

'+ cotgx neni definovan proc= ©k0r,

- = musime vylogit x # U{ +k0Or,0+ kUT} U{k[—ﬁ}

kOz 2 K2z 2

- Zadné dalsi hodnotyvylougit nemusime, protoZe ve jmenovateli zlomku jecsdaruhé
- mocniny a jedniky, tedycislo vzdy kladne.

. Upravujeme vyraz:

| cog x  sirf x+ coéx 1
Cl+cotd X _ T simx _ sifx  _ sirfx_COSX _ cotd’
! 2 - .2 - . - ) -
1+ tg x siPx  co$ x+ sif x 1 sin’ x
1+
cos X cod x cos X



Druhy vzorec:

Pro kazdé x # k[—fzz ,kde k(1 Z plati: tgx[Eotgx= 1.

S 1 1
Vzorec se pouzivaiv jinych tvarectgx = nebocotgx:t— .
X gXx

Pr. 4. Vyswétli, proc¢ je ve vzorci uvedena podminke# k[—f;—[, kdek[Z.

Jak jsme zjistili pi feSeni pikladu 3, prox # k[—f;—[, kde k[0 Z neni vzdy jedna z obou funkci

tgXx nebocotgx definovana= nema smysl uvazovat o platnosti vztaigx [totgx = 1.

Pr.5: DokaZz platnost vztahtg x[totgx = 1.

E Dosadl'me:tgx=ﬂ, cotgx=ﬂ-
; COSX sinx
- tgx[eotgx =]

- sinx COSX _,

| cosX sinx

1=1

1+cotf x _ W cotgx _ ¥ cotyx _ cotd X( 1+ cotd X)

1+cotg)2x_:L+

otgf x

. oA+ .
Pr. 6: Zjednodus vyraz% pomoci vzorceg x[totgx = 1.
g° X

= = = =cotg X
+tgx g, 1 cotgf x+ 1 cotg x+ 1 g
cotg’ X cotg’ x
. o o, . . o 1+ tgX
Pr. 7. Odhadni vysledek, ktery vznikne zjednodusenim \UI’W. Odhad potut’
X

vypoétem.

1+t x _ rigx _ I tgx_t@fx(1+t9fx)_tgzX
1 tg®°x+1 td x+ 1

tg®x  tg?x

Umime utit hodnoty vSech goniometrickych funkci v od pokud zname hodnotsin x
nebocosx a znaménko druhé funkcerijpadre interval). DokaZzeme it hodnoty i
v pripact, Ze budeme znéat hodnotg x (cotgx)?



Zkusime uéit hodnoty vSech goniometrickych funkci v Bod jestlize platitgx=-2 a

zarovas x[] (g TT, 271) )

Snadno ufime cotgx: tgx[totgx= 1= cotgx =ti = ——;
gx
Hodnoty dalSich funkci: vztahig x = SIMX — 5 cotgx = ﬂ - =
COSX sinXx 2

z obou vztah ziskdme rovnicisinx =-2cosx = nevede k cily (1 rovnice na #imezname)

= musime fidat dali rovnici= pouzijemecos x+ sirf x= . = 2 rovnice na d¥
neznamé, slo by to, ale jde to i rychleji.

Rychlejsi postupcos x+ sirf x=1  /:co$x
cosx  sifx_ 1
cosx cod$x coSx

1
1+ tg° x =
J cos x

cos x = 12 = 1 - :_1 = |C05X|Zi:§

1+tg’x 1+(-2)° 5 J5 5
V intervalu (ng,ZITj jsou hodnotycosx kladné—= cosx=§.

sinx . J5
tgx=—— = sinx= cosxUtgx=—1[—
J COSX J 5 [ﬂ 3
sinx=—2—\/B
5

Pedagogickd poznamkaPredchozi postup ukazu studémt rychle na tabuli s tim, Ze si jej
nemaji opisovat. Postup si zachyti do seSitigseni nasledujicihaigladu (ktery
je velmi podobny). B jehoieSeni nechavanigdchozi postup na tabuli.

H Pr. 8: Ur¢i hodnoty vSech goniometrickych funkci v kod jestlize platicotg=x/_2 a
zarovei XD(O;%T).

- Podobny postup jako vySe:

cogx+sitx=1 /:six (pottebujeme ziskat zlomekotgx :$)
: inx

S cogx  sifx_ 1

- six  sifx - sirf x

- cotgf x+ 1= 12

: sin’ x

Sin2X: L = 1 5 :—1 = |Sinx|:i:§
- 1+cotf X 14./2° 3 J3 3



' Plati: cotg=~/2 = porrér odwsen pravotihlého trojihelnikeotgx =

V intervalu (O;gj jsou hodnotysinx kladné= sinx=—.

: COSX :
- cotgx=—— = cosx = sinxcotgx=

3

3
By 8

sinx 3 T3

PF. 9: Vyies gedchozi piklad pomoci pravouhlého trojahelniku.

- Pro XD(O;%TJ jsou hodnoty vSech goniometrickych funkci kladné.

prilehla
protilehla

s Uhlemx

'je V2 = hodnoty goniometrickych funkciiieme ugovat napiklad z nasledujiciho
- pravouhlého trojahelniku:

V2

Délka gepony:c® = a® + b =(\/§)2 +1°=3 = c=4/3.
Hodnoty zbyvajicich goniometrickych funkci:

. _ 1 _43 _24/3_46
Smx—ﬁ—? COSX—EG\/—E—?

Pedagogicka poznamkaPostup z fikladu 9 je sice ménelegantni a exaktni, ale pro
vétSinu studerit snaze fijatelny. Ve skuténosti si podobny trojahelnik iieme

nakresli i pro uhly se z&kladni velikosti mimo it (O%Tj Z pravouhlého

trojuhelniku si wkime absolutni hodnoty hodnot goniometrickych furkci
znaménka zjistime z polohy koncového ramene ahlu.

Pr. 10: Petakova: strana 44, ¢eini 45 c)

Pedagogicka poznamka#¥i procvicovani aprav je dokazovani rovnostfazeno ped

zjednoduSovani vyrazzanerné. Fri dokazovani rovnosti mohou studenti pouzivat

i ekvivalentni Upravy (nasobeni rovnic apod.), &tse potom &ktefi snazi uplatnit
i u vyrazi. Opet je v takovem fipadt (aZ po chybach) piba tidu upozornit, Ze
jde o dva rozdilné ukoly, které je nutieSit iznymi zpisoby.



1+sin(-x
Pr. 11: Ur¢i, kdy je definovana rovnos‘:COSX = ( )

= , a pak ji dokaz.
1+sinx  cog-x) paxl

' Na obou stranach rovnosti jsou zlomky nesmime dit nulou:

e 1+sinx#z 0= sinxz-1= X¢§ﬂ+kmﬂ, kOZ

'+ cos(-x)# (= cosx# C = x¢g+kD7, kOZ

= xO R—U{g+ km}

| kOz

Odstranime znaménka uvnitinkci: sin(-x) = - sinx, cos(-x) =~ cos.
. cosx _ 1= sinx
1+sinx  cos
- cosx[cox=( * siK)( ¢ sim)

/ {1+ sinx) cosx
cos x = 1- sirf x
- cog x= co x

Pr. 12: Ur¢i defini¢ni obory nasledujicich rovnosti a dokaz je.
a) sinx(@gxtosx= + cosx  b)sin*x-cod x= + 2cosx

. sinx  cosx )
C) 2sinx cosx+ tgx cotgk=| ——+
tgx cotgx

a) sinx[tgx[tosx= + cosx
Rovnost obsahuje funkdgx = x¢g+ krr, kdek0Z = x[O R—U{£+ kmn} .

! kOz
b inx .

: sinx X rosx = sif x

: COSX

- sin® x = sinf X = rovnost plati.

b) sin* x-co$ x= + 2co%x
- xOR
(sinzx—co§ x)(sir’r X+ co%x)= six+ cdsx- 2cbs

(sin2 X— cog x) OE siA x— cosx = rovnost plati.

: sinXx  CcOsX ?
' C) 2sinx cosx+ tgx cotgk=| —— +
: tgx cotgx

' Rovnost obsahuje funkadg x, cotgx = x¢g+ ki, x#0+kmr = x£0+ kg, kdekOZ.
Tim jsme vyeSili i hodnotyx, pro které platitgx = 0 nebocotgx (kdyzZ je jedna zé&chto

funkci nulova, druha neni definovana) x[O R- U{ k[-g} :

kOz



. 2
Do SinX , cosx
1 2sinX cosx+ tgx cotg<=(—+ J

tgx cotgx
2
| . sinXx = cosx
1 2sIinX cosx+ E| — +
| sinX  COSX
COSX  Sinx

2sinx cosx+ F( cox+ sirx)2

- 2sinxcosx+ EF cosx+ 2sim cast  Sin
' 2sinx cosx+ E 2sirx cog+ = rovnost plati.

Pr. 13: Ur¢i defini¢ni obor vyrazu a poté ho zjednodus.
a) sin® x sinx+ cosx tg® x+1

b)———— C)
d) sin* x[tog x[@ td x+ cotg x) + 2sifixd cdsx

1-cosx 1+tgx cotgx

sin® x
1-cosx

a)

Defini¢ni obor: &lime = 1-cosx# C = cosxz 1= x¢7—2T+ krr, kOZ

xOR- U{ +kBT}

kOz
sin’ x__ 1~ cod x _ (1-cosx)( ¥ cos)

; = =1+ cosx
; 1-cosx I cox + cox
sinx+ cosx
b)————
1+tgx

Defini¢ni obor:

i- délime = 1+tgxz 0 = tgxz-1= x¢—Z+kn kOZ
- tgx = x¢7—2T+kﬂ

- xOR- U{ + ko -2+ km}
E KOz 4
| sinX+ COSX _ Sinx+ cOX_ Six+ CO%

= : = "= cosx
1+ tgx 14 SINX COSX+ SinX
COSX COX
tg® x+1
c g
cotgx

i Definieni obor:

o delime = cotgx# 0 = X?’-‘E+k7T kOz



i T
e Wgx = x¢E+kn, cotgx = xX#km

or-f]

kOz

. sin® x +1 sirt x+ cos$ x 1
| 2 1
19X+l _codx T __ codx __codx_SINX_..
. cotgx COSX COX COX  cosX

sinx sinx sinx

d) sin® x[tog x[ﬁ td x+ cotg x)+ 2sifi X cdsx

Defini¢ni obor: tgx = x¢g+ krr, cotgx = x# kir

X[ R—U{kd;—[}

kOz

sin® x[cog x[@ td x+ cot@x)+ 2sifx]d cdsx=

| L2
- =sin® x[tog x S X, CC_)§X + 2siA xd cosx=
: cog X  sirf x

| .4
. =sin? x[tog x w + 2siA xOcasx= sihx+ cbst+ 28inKd cos=
: cos x[wirf x

sin* x+ 2sirf x(Oco$ x+ co‘éx:( sitx + cos x)2 =f=1

Pr. 14: Petakova:
strana 45, c¥eni 47 c), f), i), m)
strana 45, cveni 46 b), c), e), h), m)

Shrnuti:  Plati sin®+ cog x = 1 (pravouhly trojuhelnik) ag x[totgx = 1 (definice).



