4.3.2 Goniometrické nerovnice

Predpoklady: 4301

Pedagogicka poznamka\erovnice je stejhjako rovnice moznéesSit grafem i jednotkovou
kruznici. Oba zpisoby maji své vyhody i nevyhody a jsou v podstatnocenné.
Po vyeSeni prvnickityt prikladi nechavam studeimh svobodu volby. # feSeni
nerovnic, které obsahujg nebocotg pouzivame grafy funkci.

Spojime zkuSenosti, které mamiesenim nerovnic, s minulou hodinou.
v e L 1
Pr. 1: VyiesS nerovmcusmxzz.

! . . o 1 . .o e
- Umime vyesit rovn|C|S|nx:§. Nakreslime jednotkovou kruznici aiegime nerovnost

. s pomoci obrazku.

A

N . Vi 5
Reseni rovnicex, =E' X, =€7T.
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! . , . . L, L. 1 iy C v
- Na jednotkoveé kruznici hledantésla, pro kterasmxzz = maji y-ovou sotiadnici &tSi

(nebo rovnou)% = jsou vySe (nebo stejrvysoko) neZisla vyhovujici rovnicisinx :% .



Resenim nerovnice jsou viechiisla

. T 5
\Y; |ntervalu<—;—ﬂ>.
6 6

-1

\4
' Hodnoty se opakuji s periodd@rr = fe$enim je kazdy interv{ll—ﬁn k E?JT,%]T+ k E27T>.

K =U ]—T+k|:277",§ﬂ+k|]2ﬂ
! 6 6

kOz

Poznamka: Reseni pedchoziho fikladu je velmi podobné #gobu, kterymiesime
kvadratické nerovnice: najdemerkay rovnice a pomoci obrazku jednotkové kruZnicisi{on
grafu pouzivaného u kvadratickych nerovnic) hledgpr@vné intervaly.

Pr. 2. VyieS nerovnicicosx < —g. Kromé jednotkové kruZnice vyuzij i graf funkce

Y = COSX.

3

' Umime vyesit rovnici cosx = B

A

\ R Reseni rovnicex, =§ﬂ, X, =Lr

6

U




Na jednotkové kruznici hledandésla, pro kteracosx < —73 = maji x-ovou sotiadnici
' mensi (nebo rovnou—)7 = jsou vice vlevo (nebo st&jivlevo) jakocisla vyhovujici
V3

" rovnici cosx = -

U

Resenim nerovnice jsou viechiisla
R , 5 _ 7
vintervalu(—=7m,—77).
6 6

7

-1
. 1 \4
- Kontrola pomoci grafu funkcy = cosx.

3

Do grafu vyznaime hodnotuy = —7:

A

' Na osex hledamesisla, pro kter&cosx < —? = hodnoty funkce jsou mensi (nebo jsou

rovny) —@ = jsou nize (nebo stejmizko) jako body fimky y = —g.

e, L . , . 5 7
 ReSenim nerovnice jsou vSechtfisla v |ntervalu<€n;€n .

' Hodnoty se opakuji s perioddrr = feSenim je kazdy interv<%+ k E?JT,%]T+ k E2ﬂ>

K =U ]—T+k|:277",§ﬂ+k|:2ﬂ
: 6 6

kOz



Pedagogicka poznamkaU slabSich studetpovoluji, aby ve vSech nasledujicich
piikladech pouZzivali metodu, ktera je prdjadnodussi.

. o 3 e . . . e
Pr. 3: VyieS nerovnicisin x> 5 Pri reSeni vyuzij obradzek jednotkoveé kruznice.

ZakladnifeSenim rovnicesin x = —@
=77 :§ﬂ
X 3’ % 3T

% = maji y-ovou sotadnici Wtsi nez—g = lezi na

V3

- jednotkové kruZznici vySe ne4sla vyhovujici rovnicisin x = B

- Hledamesisla, pro kterdsin x> -

A

- Vybarven&isla nenizeme zapsat intervaly:

. <:—537Tgﬂ> (v intervalu piSeme vzdy ndjge menstislo)

. <§7r§n> (ten obsahuje mimo krajni bodisla, ktera nejsoteSenim nerovnice)

- = pouzijeme pro jeden z krajnich kiotislo, které neni v interval(D;Zn) = dw
- moznosti:



5 5 1 L . 1 4
re  —JT—2r=—=1m = ziskame interval -=m,—7),
| 3 3 3 3

i 4 10 A 5_10

Lo —r+2m=— = ziskdme interval —,— 7).

g 3 3 3 3

Oba fredchozi intervaly jsou navzajem posunutgso.

Hodnoty se opakuji s perioddrr = teSenim je kazdy interv%l—%zﬁ k E27r,§'7r+ k EP_7T>
i 1 4

' K =U<—§7T+k|:2ﬂ‘,§ﬂ+k|:?_ﬂ>

kOz

Pr. 4. VyieS nerovnicicos x = 72 . Fxi feSeni vyuzij graf funkcey = cosx.

Rovnicecosx:72 ma v intervalu(0; 277) dvé feSeni:x, :%T, X, =L

4
N7

Nakreslime graf funkce a zobrazime (ég')rlrodnotu?.

A

' ReSeni v intervalu(O;Zn) bychom museli zapsat pomoci dvou intaﬁvéﬂ);%> D<£7T, 277)

Zapis se zna¢ zjednodusi, kdyz vyberendésla mimo interval<0; 2n) :

! R . T
.« feSeni pomoci intervalu kolem=8 <—Z;z>,

e feSeni pomoci intervalu kole@w = <£7T121ﬂ>
Oba fedchozi intervaly jsou navzajem posunutgr.

Hodnoty se opakuji s perioddrr = teSenim je kazdy interv{l—%ﬂ k E27T,I—AT+ k E277> .

k=J(-Z+krrlikren
- 4 4

kOz



' ReSeni v intervalt(—

Pr. 5: VyieS nerovnicitg x > J3.

Rovnicetgx = J3 mav intervalu(—g;gj jedinéreSeni:x =7—3T.

Nakreslime graf funkce a zobrazime (ég')hodnotUx/i_%.
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j mazeme zapsatjakE%T;]—ZTj, hodnoty funkcey =tgx se

opakuiji s periodour = K = U(I—T+kUT,7—2T+kE?TJ.

kOz

Pr. 6: VyieS nerovnicicotg x= - 1.

' Rovnicecotgx=-1mav intervalu(O;ﬂ) jedinéreSeni:x = :31 TT.

' Nakreslime graf funkce a zobrazime @phodnotu-1.



Reseni v interval0;77) mizeme zapsat jakEO;%n>, hodnoty funkcey = cotgx se

opakuji s periodour = K = U(O+kﬂ7‘,%ﬂ+kDT>.

kOz

Pedagogicka pozndmkaPredieSenim nésledujicictiglada je dobré zdraznit dv véci:
jde o €ZSi @iklady, které nemusi zvladnout kazdy (on je takaélekh kazdy
nestihne),

k jejichteSeni neniteba nic nového mimo vyuziti postygkteré jsme pouzivali
uz drive u jinych tym rovnic.

2

Pr. 7. Vyies nerovnici—% < sinxs7.

. Problém: Nerovnice obsahuje é\nerovnosti= dv& moZznostiteSent:

-+ vyieSime kazdou nerovnost samostativysledek utime jako piinik oboureSeni
(musi platit o nerovnosti sotasré) = nevyhoda — dvoji prace s kreslenim grafu
(nebo kruznice),



N

i . oxr _ 1 . . L ]
| » samostatireSime pouze rovnicginx = -5 asinx= , Ziskané uhly nakreslime

do jednoho obrazku, kde rovnowimeieSeni (rychlejSi postup s mensi
. pravdpodobnosti chyby).
- ZakladniteSeni rovnic:
i . 1 7 11 . . . . , .
-+ sinx= -5 = X =E77, X, =E7T (Sestinové uhly v zaporné poloro¥)n

. sinx=72 = X, :%T, X, :%n (¢tvrtinové Ghly v kladné polorovi).

Do grafu vyzndime gimky y = —%, a vSechnytyii uréené hodnoty ult

- Na osex hledametisla, pro ktera:

sinxs% = hodnoty funkce lezi pod (nebo st&jmizko) gimkou ,

sinx>—% = hodnoty funkce lezi nadipmkou y:—%.

Regenim nerovnice jsou viechiigla v intervalecb<§r lT,Z nj a (%m%+ 21r= ijﬂ> :

Hodnoty se opakuji s periodd@r =

k= §ﬂ+k[27r,znkD?njD ilnktzn;—gnkmzn>
T2\a 6 6 4



Pr.8: Vyies nerovnicisin(f&(—l—;j >§.

s

. Problém: uvnitt sinu je sloZijsi vyraz= substituce.

Substituce: z:3x—%T = nerovnicesinz>73.

o o N 3 m 2 )
- ZakladnireSeni rovnlce5|nz=7 =z =§, z, =§7T (tretinové uhly v kladné
polorovirg).

Do grafu vyzndime gimku y=§ a ugené hodnoty Uil z, z,. Na osex hledamesisla,

pro kterésinz>§ = hodnoty funkce lezi nadiipnkou

14

| % - . g , . w2
' ReSenim nerovnice jsou vSechiisla v mtervalu(g;gnj.

Hodnoty se opakuji s periodd@rr = K = U (7—T+ k DZ;T,%;H k EIZ;TJ .
; kOz
' Navrat k pavodni proménné: (prepaiitame meze a periodu interugal

T T w2
=3x, ——=—+k[2r =3x,——=—m+k[2mr
Z = oX 3 3 Z 27373

3)(].—7_T:LT+k|I]T /+LT 3X2—E:gﬂ'+k|2ﬂ' /+LT
3 3 3 3 3 3

3X1=§77+kD277 /:3 Be=mrklr [i3

xl:3ﬂ+k[-gﬂ 3 3
9 3

K =U(§n+k%m%+k[—§ﬂj

kOz

Pedagogicka poznamka#¥i substituci nepouzivame standardni azam prongnnéy, kvili
moznosti zarny s ozndenim osyy v grafu. Studenti samégjme budouy pri
substituci¢asto pouzivat, pokud se jim néna plést s ozri@nim osy, neni to na
Zzavadu.



N

PF.9:  Vyfe$ nerovnicicosy >

- Problém: cosx je uvnit absolutni hodnoty= substituce.

Substituce: a =cosx = nerovnice|a|=|a—0|>§.
Hledametisla vzdalena od nuly vice nei—\/g—"% = plati yD(—oo; —?] O (% oo} :

' PrepiSeme interval hodnat=cosx pomoci nerovnic:

" a=cosx[] —oo;—ﬁ ] ﬁ;oo o a=cosx<—£ neboa:cosx>ﬁ.
: 2 2 2 2
- Ziskali jsme d¥ nerovnice, kazdou wgsime zvla& ProtoZe si#, aby nalezena hodnata

- spiiovala jednu z podminek, ziskame celkéegeni jako sjednoceni.

V3

- a) COSX<——
' 2

L e . 3 5 [P . )
. ZakladnireSeni rovnlcecosx:—7 = X =gﬂ, X, =EZT (Sestinove ahly v zaporne

polorovirg osyx).
| S _ 3 , , A
- Do grafu vyznéime gimku y = ey a ugené hodnoty Ulil x,, x,. Na osex hledametisla,

3

" pro kteracosx < —g = hodnoty funkce leZi podimnkou y = R

A

Resenim nerovnice jsou viechtisla v intervalu(gir,%ﬂj , hodnoty se opakuji s periodou
| 5 7

L2 = K= U(—]T+k|:2ﬂ',6ﬂ+kmﬂj.

! kOz

b) y:cosx>§

10



ZakladnifeSeni rovnicecosx :73 = X =7—T, X, =1E177 (Sestinove ahly v kladné

6

' polorovirg osyx).

Do grafu vyznaime gimku yz@ a ugené hodnoty Uil x,, x,. Na osex hledamesisla,

3

pro kterécosx>§ = hodnoty funkce lezi nadijpnkou y:7.

\/

' ReZenim nerovnice jsou v3echiisla v intervalu(—g;%j, hodnoty se opakuji s periodou

2 = KZ:U(—%T+kE27T,7—g+kE2ﬂj.

kOz

k=1 2m+km L mekier |0 -2kl kier
: 6 6 6 6

kOz

PF. 10: Vyfe$ nerovnici2sinx—1= 1.

. Problém: sinx je uvnit absolutni hodnoty= substituce.
- Substituce: y =sinx = nerovnice[l2a-1=1.
- Nerovnici nenfize ihned interpretovat pomoci vzdalenosti obiiaadi naciselné ose=

upravime:2a-1= 2a—%
2a-tz1 /2

: 2

| 1‘ 1

Cla-4 ==

| 2| 2

' Hledamexsisla vzdalena od;— vice neZ o (neboipsre 0) % = plati a0(~;0) 0(Le).

" Prepideme interval hodnat=sinx pomoci nerovnic:
a=sinxD(—oo;O>D<1;oo) «~ a=sinx< 0 neboa=sinx= 1.

Ziskali jsme d¥ nerovnice, kazdou wgSime zvlas Protoze std, aby nalezena hodnata
' spliovala jednu z podminek, ziskame celkée®eni jako sjednoceni.
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'a)a=sinx<0
- ZakladniteSeni rovnicesinx=0 = x =0, x, =77.
' Do grafu vyznaime gimku y =0 a ugené hodnoty Ukl X, X,. Na osex hledameisla, pro

kterdsinx< 0 = hodnoty funkce lezi pod nebo ndmce y =0.
i A

14+

; \
' Resenim nerovnice jsou vSechtisla v intervalu(zr, 277), hodnoty se opakuji s period@ar
= K ={J(m+k2m2mr+ken).

\ kOz

'b) a=sinx>1

L e S w
- ZakladnireSeni rovnicesinx=1 = X, =5

- Do grafu vyzngime gimku y =1 a ukenou hodnotu Ghlx, . Na osex hledamesisla, pro
- kterasinx=1 = hodnoty funkce lezi nad nebo namce y =1.

\ 4

Resenim nerovnice jéslo g hodnoty se opakuji s period@rr = K, = U {7—T+ k E?JT} .
: kOz
kOz

K :U{<n+kE27T,2n+kE27T>D7—27+kD2ﬂ}

Pr. 11: Petakova:
strana 55/c\ieni 26 a) b) e) f)
strana 55/cwieni 27 a) b)
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Shrnuti:  Pri feSeni goniometrickych nerovnic vyuzivame grafy goretrickych funkci
(nebo zndzorni pomoci jednotkové kruzZnice¥easSeni odpovidajicich
goniometrickych rovnic.
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