2.9.3 Exponencialni zavislosti

Predpoklady: 2902

Pedagogicka poznamkalatka ffipravena v této hodinzabere tak jeden aipvyucovaci
hodiny.

Pra probirame tak exotickou funkci jako je exponerrdial
V Zivoté existuje spousta zavislosti, které popisuje peponencialni funkce.

Pr. 1. Tvqj predek uloZil v bance uipezitosti zaloZeni Univerzity Karlovy v roce 1348
2 K¢ na ti procentni arok. Wi kolik pergz by sis mohl vybrat na financovani Tvého
vysokoskolského studia v roce 2008edpokladej (coz je samigme nesmysing),
Ze hem speeni se podminky nenily a nedoslo ke znehodnocovanimy.

» Jak se ranilo mnozstvi ulozenych pém:

11348 ... 2K
1349 .. 2K (vlozené penize) D, 02 K& (Grok), celkem2+2[0,03=  # 0,0fF

Nechame vyraz v tomto tvaru, abychom mohli najitkéuni zavislost. Vyra22(1+ 0,0E)
' vyjadiuje ¢astku na konci roku 1349, ktera bude v bance pproil 1350 a ktera bude

- Grogena.

1350 ...  2(1+0,03 K¢ (ulozené penize) 2(1+ 0,03 00, 0: K& (trok), celkem
- 2(1+0,03+ 4 % 0,08D,03= f1+0,03(1+ 0,03= 2 & 08

1351 ...  2(1+0,03° K& (uloZené penize) 2(1+0,03" 0,0: K& (drok), celkem
2(1+0,03°+ Z ¥ 0,0 [0,03= {1+0,09°(1+ 0,8)=2(1+0,03’

1352 .. 2(1+0,09°

1353 ... 2(1+0,0%

1358 (po 10 letech) ... 2(1+0,03"

1448 (po 100 letech) ... 2(1+0,03™

Poxletech ... 2(1+0,03"

- Ted mizeme dosadit a dopitat Glohu:

12009 ... 2(1#0,03"” "= 611555006,

- Za podminek uvedenych v zadani bychom mohli vy®tdt555 006 K a 40 ha (za to uz se
. da studovat posne bez problém).

Pedagogicka poznamkaStudenti piklad samorejme nepditaji sami od z&atku.Castku
uSetenou po prvnim roce paam na tabuli, pak postuppctitaji ¢im dal vice
oni. Vysledky kontrolujeme po jednotlivych rocich.

Poznamka: Na prvni pohled to vypada, Ze je velmi jednoducégatit velkou ¢astku.
Ohromuijici vysledek 612 nagehych miliéri je ale disledkem toho, Ze exponencialni funkce



rostec¢im dal rychleji a Ze jsme wikladk spdili neredlré dlouhou dobu. KdyZz budeme
sledovat nasgenoucastku po stoletich, uvidime, Ze k naispu 1 milionu je paeba 500 let.

A

O

rok délka spareni dosazeni nasp@nacastka

1448 100 2(1+0,03" " 38, 40
1548 200 2(1+ 0,097 738, 70
1648 300 2(1+ 0,097 14197, 0C
1748 400 2(1+0,037 " 272847, 4(
1848 500 2(1+0,03" 7 5243754, 5(
1948 600 2(1+ 0,097 100777787, 3
2048 700 2(1+ 0,097 1936811206, 0

(&)

VyuZzij feSeni pedchoziho fikladu k nalezeni vzorce, ktery udava negmpucastku

v zavislosti na: pgatenim vkladun,, trokup a dol& spdenit. Pomoci vzorce pak
urci naspdenécastky pro nasledujici (realnéipady):
a) 10000 K uloZzenych s urokem 1,5% na 2 roky.
b) 100000 K uloZenych s urokem 2,5% na 10 let.
c) 1000000 K uloZzenych s urokem 3% na 20 let.

-V predchozim pikladk jsme zjistili, Ze p letech spieni s péateinim vkladem 2 K na
tiiprocentni Grok budeme mit nagpoo 2(1+ 0,03" K¢.
' Porovnanim vzorce se zadanymi viglami vidime, Ze P pocateinim vkladun,, trokup a

dobg spdenit nasetime n0(1+

t
1ooj

[ potateeni vkiad

. o . o . naspadena
N urok p% | délka spareni t dosazeni castka
1,5Y
10000 1,5 2 1000({ ZH-’—) 10302, 30

100
2,5)"

100000 2,5 10 10000({ ]:I-—’j 128008, 5(
100

1000000 3 20 1806111, 20

3 20
100000(‘{ Ji-—j
100

Pedagogicka poznamkaNejvice chyb seipsestavovani vzotcvyskytuje kolem procent.
VSem chybujicim dopotiji, aby si swj vzorec vyzkouSeli dosazenim

konkrétnichtisel z gedchoziho zadani.

Poznamka: Stejre jako u gredchoziho fikladu je vidt, Ze na velikost naspenécastky ma
nejwtsi vliv doba spieni.



t
Poznamka: Odvozeny vzorea =n, (1+ %)j se standardnpouziva ve finaéni matematice

pro takzvané slozené arokovanfifad, se kterym jsme pitali. Uroky se nevybiraji, ale
pridavaji se k uloZzen&stce). DalSi vzorce finani matematiky budeme probirat péjid
kazdopada tento vzorec jeifiklademznalosti opravdu pouzitelné i v realném Zivat.

Penize uloZzené do banky nesou zisk ve &oinoki.

BohuZel penize uloZené i neuloZené také ztracepdio diky inflaci (zdraZzovéani zboZzi,
vSechno stoji vic, nez kolik to staléepl rekolika lety).

Inflace se stejhjako Uroky udava v procentech. Pokud jeniamira inflace 5%, znamena to,
Ze zbozi, které na zatku roku stalo 100 & bude na konci roku stat 105 K= za 100 K
nakoupite na konci roku mé&nez byste nakoupili na &gatku roku. Penize ztraceji hodnotu.

Pr. 3: Zkorumpovany politik vySmelil fi zadavani zakdzek na ministerstvu obrany 10
miliénu. ProtoZe plati zakon a@ignavani pijma, nemize penize ulozit do banky a
pirechovava je doma ve zlaceném slamnikgi blodnotu pe#z po 20 letech, pokud
inflace bude dosahovatipnérné 5% rang.

' Nejdiive ukime kolik perz bude nutné po dvaceti letech na ndkup zboZi ndtdd.0
- milionid v sowasnosti. Potéfgpaitame hodnotu netéenych 10 milioid.
' Kolik peréz potebujeme na nakup zbozi, kterélona z&atku cenu 10 miliGé.

pol.roce ... 10’ [1,0¢&

po 2. letech ....... (107 a, OQ 1,05 1001, C* (na p&atku roku by bylo pdeba
107 01, 05 Kg)

po 3. letech ....... 10' 1,058

pox. letech ....... 10’ 1,05

Ted’ mazeme dosadit 20 let adirmnoZstvi petiz v hodnot 10 milion.

' po 20. letech ....... 10’ [1,08° = 2653297 K¢

Po dvaceti letech ptebujeme 26 532 977&na nakup zbozi, kterdqd tim stalo
1 10000000 K. Hodnotu 10 miliéa spateme gimou ungrnosti:

1 26 532 977 K 10 000 000 K

- 10 000 000 K X Ké

X = 10000000: X =1OOOOOO(113710000Oog 37688¢ K¢
10000000 26532977 26532977

- Pti patiprocentni inflaci bude mit za dvacet let 10 mifid<& stejnou hodnotu, jakou ma
. v dnedni dob 3768895 K (penize tak ztratiips 64% své hodnoty).

Poznamka: Predchozi piklad secastoreSi (podle ra nesprava) ubyvanim hodnoty pea
takto:
Ro¢ni mira inflace 5% znamen@, Ze penize ztrati 5% biyd= 95% hodnoty si zachovaji.

pocatesni castka ... 10" K¢

po 1. roce ... 10'[D,9t
po2.letech .. (10'(D,95 0,95 1000, (na p&étku roku méa jenort0’ D, 95 K)
po 3.letech ... 10'[D,95
pox. letech ... 10'[D,95%



Ted mizeme dosadit zéas 20 let a @it hodnotu pe#z.
po 20. letech ....... 10 [0,95° = 3584859, 2 K¢&
Po 20 letech bude hodnota pemuz pouze 3 584 859,20K

Pf. 4: Polaias rozpadu radonti’R je 4s. Na p@&atku pokusu byly 2 g. Wi jaké mnozstvi
radonu zbylo 2,5 minutach.

' Radioaktivni latky se vijirodk rozpadaji samovoétak, Ze bez ohledu na mnozstvi latky se
- po uplynuti u&ité doby rozpadne vzdy polovina atdnfjde o disledek toho, Ze si atomy

' nepamatuji s§ vék) Tato doba je u kazdého druhu afojima a nazyva se patas rozpadu.

' po0s ....... 29

- Co se stane po 1 s nevime, ale vime, co bude po 4 s

po4ds ....... 2[@%) (rozpadla se polovina atdin

DalSi okamzik, kdy budemesdét, co se dje, prijde opst za 4 s, tedy v 8s od &iku pokusu.
| 2

' po8s ....... 2[@%) (—3 = ZEE—B (z poloviny aton, které zbyly po prvnichityrech

' sekundach, se rozpadla zase polovina)

woizs 23] (-of]

- Ted bychom dokazali it mnoZzstvi latky vzdy, kdyz jéas nasobkenttyt, ale my
' potrebujeme vztah, do kterého se da dosadit jakykalss
- V exponentu mocniny je vZditytikrat mensiislo, neZ je dosazovargs. =

Muzeme dosadit:
Z x 150
P0150s x=150 = m:ZEE%T = 2[@-3 ' =1,0310" ¢

Po 150 s zbude z 2 g radofitR pouzel, 03010 c.

Pedagogickéa pozndmkaSestaveni zavislosti byvalo vzdy problémerfidy vyutované
podle &ebnic je zvladaji velmi dak. Mam pocit, Ze kdyZz dostanou volnost
najdou si vSichni pohled, ktery jim vyhovuje a parhkterého piklady vyresi.

Poznamka: Kamenem UrazuipieSeni &chto gikladi byva uteni vyrazu v exponentu.

Pokud pimy postup pouzity veSeni pikladu nestéi mizeme se pokusit i jinak:
Délit intervaly na ,, ¢tyisekundy*:

po4s ... 2[@i

2
po 8s= 2= ....... 2[@1 (_1)=2[€_1j
2)\ 2 2

2 3

pol12s= JH4«....... 2[@1 [_1): z[ﬁ_lj
2)\2 2

Cislo v exponentu oziaje paet étyisekundovych interval které uplynuly od zs&itku




pokusu.= Téchto interval je z = Poxs  ...... 2[@%)4.

Pouzit neznamou:

V exponentu je wité nasobekasu= pots 2[€%th

Konstantuk ur¢ime z toho, co uz vime:

poas . 2ftf =2f2] 202" < acmimi=d

po8s ....... 2[@% Z:ZEﬁ—gtm:ZEﬁ—gw = 8k:2:k=%
1)

poxs ....... 2[€§

Z predchoziho fikladu je dobe vickt, prat ho nentizemeieSit gimou Ungrnosti. Pokud
bychom ji pouZili vyslo by:

po4s ... 19 (se rozpadne)
po8s ... Xg
X_8

1 :Z =2g = Po 8 s uz nezbude ani jeden atesnmezi 5. a 8. sekundou se nerozpadl

kazdy druhy, ale vS8echny atomy, které se nestidpadnout Ehem prvnicktyi sekund.
CoZ je v rozporu s vyznamem p&ésu rozpadu. ima ungrnost totiz pedpoklada, Ze kazdé
Ctyfi sekundy se rozpadne stejnycpbatoni (stejna hmotnost latky), cozZ je v rozporu se
skute&nosti, nebd béhem jednoho pokasu rozpadu se vzdy rozpadne stégmst atoni (a
tedy v gipad® menSiho mnoZstvi latky se rozpadne indéon).

PF. 5. Polatas rozpadu latky'X je 0,5s. Urgi jaké mnozZstvi latkyX zbylo po 2,5 minut
z 10 g na z&tku pokusu.

'po0Os ... 10g
- Dalsi okamzik, ve kterém zname situaci, je uz 30s0,
po0,5s ... 10[@% (rozpadla se polovina atdin
: 1 2
‘pols ... 10[@5 (rozpadla se polovina z poloviny atém
3
pol5s ... 10[€1
. 2
! 1\
'po2s ... 1001=
P [€2

' MaZzeme dosadit: 2,5 minuty = 150 s.



1 2x 1 20150
' po150s x=150 = mzlotézj =10[€—2j = 4,9710° «

Po 150 s zbude z 10 g latKy pouze4,910% ¢.

Poznamka: K prikladu je mozné se vratit ve fyzice. Na§ matematitlodel s poldasem
rozpadu uvazuje latku jako spoijité piesti obsahujici ,nekot@é“ mnozstvicastic. Tento
piedpoklad je velice ddbk splrén pro ,rozumné“ hmotnosti, ale rozhadneplati pro

4,9M10% ¢, coz je hmotnost o desitkgidi mensi nez hmotnost elementarniéistic
(hmotnost protonum, =1,67(10*" kg= 1,6711G" ).

Pr. 6: Vyswétli, jak je mozné, Ze ve vztahu odvozeném pro mvibistky v gredchozim
prikladé se na rozdil odipdchoziho fikladu s radoneni™®R nevyskytuje poldas
rozpadu latkyX.

- Zkusime okopirovat postup #kladu s radonem.
- Pro radon plati: pola@as rozpaddl =4s, posateni mnozstvim, =2g.

5 , 1) 1)
- Odvozeny vzorecZEéEj :rrb[é_zj _

Pro latku X plati: pol@as rozpaddl =0,5s, patateni mnozstvim, =10g.
' Dosadime do vzorce odvozeného pro radon (ale fiatfbecs):

i x X x 2x

| , 1

mf 2] =102 =10 2] = 10 2

2 2 2 2

-V vzorci odvozeném pro latké se pol@as rozpadu vyskytuje také, ale v upravené hadnot

- prevracenéhdisla. Vzorecm=m, [é%jT plati obeca pro rozpad vSech radioaktivnich latek.

Pedagogicka poznamkaNe¢kteri studenti samiesi iklad 5 napodobou siladem 4

(feSenim je vztaﬂO[ﬁ%)OB), pak pro & predchozi piklad samogejme neni

Zadnym pinosem.

PFr. 7. Intenzita rentgenovych papiske snizi na polovinufpprichodu vrstvou olova o
tlou&’ce 13,5 mm. Jak se 2mi intenzita paprsk pokud projdou olo¥nou deskou o
tlou&’ce 50 mm?

j (intenzita se snizila na polovinu)

2
j (intenzita se sniZila na polovinu poloviny)



po3[f13,9 mnm ... 1[@%)3

poxmm ... 1[@%)1&5

X 5
13,5 1

1

! S0
Mizeme dosadit: po 50 mmx=50 = | =1[€§j -1[ﬁ§j13’5= 0,074

Po pichodu olo¥nou deskou o tlowge 50 mm se intenzita papés&nizi na 7,7%jpvodni
' hodnoty.

Pr. 8: Ur¢i tloustku olowné desky, ktera zeslabi intenzitu rentgenovychgiapra
desetinu fivodni hodnoty. VyuZzij idaje zipdchoziho fikladu.

Pro intenzitu rentgenovych paptsgti prichodu olovem platif =1, [ééjm'

' Pokud se paprsky zeslabi na desetiinogni intenzity plati:l :%IO. Dosadime:

A, {1
%10 °(2

1 (1)ms
10 | 2

. Dal nedokazeme ulohiesit, neumime shoditz exponentu.

Vysledek bychom mohli odhaanL(t:E

1 1.1 1 (1) .
==>_—_>—_=|—-| = hodnota vyrazu
8 10 16

%Spaﬁ do intervalu(3;4) a z ni nizeme piblizné urcit x.

. « . . : - 1 o1
- Presre to vSak zatim neumime. Pebovali bychom &dét na co umocnlta, aby vyslaﬁ.

Shrnuti: Pokud se p néjakém dji zméni mnoZstvi o stale stejrdast aktualniho mnozstvi,
jde o exponencialni zavislost.



