2.7.5 Racionalni a polynomické funkce

Predpoklady: 2704

Pedagogicka poznamka#¥i opisovani definic racionalni a polynomické funigieckteri
studenti stzovali, Ze je to fliS t¢Zké. Ve skuténosti je systém, kterym jsou
funkce popisovany, velmi jednoduchy a krotoho, Ze pepsani chvili trva, na
tom neni nicdzkého.

Proto ukazuji ob definice studeriim pouze na kratSi dobu (1 minuta) s tim, zZe je
pak schovam a studenti je budou muset dopsat spamni. Minutu, kterou

budou mit k dispozici, by tedydi vyuzit na pochopeni systému, kterym jsou
definice napsany, protoze opsat aefinice nestihnou.

Po splgni Ukolu pak nasleduje debata o tom, jaky systémr jsou indexy ve
jmenovateli napsany pomoci jiného pismene né&tateli apod.

Nekteré druhy funkci se dajadit do skupin. Mezi takové skupiny piagkupiny funkci
racionalnich a polynomickych.

Polynomicka funkceje kazda funkce ve tvary=a x"+a X" +...+ ax+a,, kdex je
proménna atisla a,;a. _,;...a,;;8, jSou realna an je ¢islo pgirozene.

-1
_a X" +a X"+ taxta,
b X" +b _x"" +..bx+b,
romgnna adislaa :a__.;...a;a,:b ;b _.:..b,:b, jsou redlnd a, n jsoudisla @irozena.
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Raciondlni funkceje kazda funkce ve tvary , kdex je

Pedagogickd poznamkaBe¢hem opisovani definic se ukaze, zda si studergpalbepriblizné
pamatuji systém pro popisovani polynomprvniho réniku. Pokud seibec
neorientuji, jeiteba se k tomu vratit (hodina 1704) &twlvat kresleni funkci.

Pr. 1: Rozhodni, jaky je defigni obor polynomickych a racionalnich funkci.

. Defini¢ni obor: VSechna, ktera nizeme dosadit dofpdpisu funkce.

-« Polynomické funkce: Predpis je sestaven Zippzenych mocnix. Do girozenych
mocnin mizeme dosadit zalibovolnécislo = pro polynomickou funkci plati
D(f)=R.

» Racionalni funkce: Predpis je sestaven z podilu dvou polynomickych fiin@és

| funkce maji defininim oborR. NemiZeme dlit nulou = definicnim oborem je tedy
mnozina vSech realnyctisel, kron¢ takovychx, pro které je hodnota polynomu ve
jmenovateli rovna nule= pro racionalni funkci pIatD( f ) =R-A, kdeA je

mnozina viech keni rovniceb x" +b _x"*+..bx+b,=0.

Pedagogicka poznamkaStudenti u defiriniho oboru racionalnich funkci tr&dé navrhuji
nulu. Jeiteba jim ukazat, Ze nevadi nula dosazeng aée nula ve jmenovateli
zlomku, coZ neni to samé. Jinak jde o dobrou ukékkapeného uvazovani.



Rozhodni, jaky je vztah mezi racionalnimi a polynckgmi funkcemi (zda je jedna

z mnozin podskupinou druhé, zda maji mnoziny prazaanik apod.).

. Predpis racionalni funkce je sestaven z podilu dvayrmickych funkci. Pokud bude
. polynom ve jmenovateli roven 1, zbude pouze polynafitateli. Polynomické funkce jsou

tedy podmnozinou racionalnich funkcf, pro kteréipbax" +b _ x"* +..b,x+b, = 1 (presnji
'b,=b_,=..=b =0b,=1).

PF. 3:

Dopli nasledujici tabulku stehledem dosud probranych funkci:

piedpis podle
definice

Nazev funkce Fedpis L patii mezi
polynomickeé a
racionalni funkce
y=a
y=ax+a,
y=alx-b+c X
kvadraticka polynomické a racional
linearni lomena
mocninna s firozenym
p y y=x", n>0
exponentem
1
'l
- Probrali jsme zatim tyto funkce:
piredpis podle
. . definice e .
Nazev funkce fredpis T patii mezi
polynomické a
racionalni funkce
konstantni y=a y=4a, polynomické a racionaln
linearni y=ax+b y=aXx+a, polynomické a racionaln
s absolutni hodnotou| y=alx-b|+c X X
kvadraticka y=ax+bx+c | y=ax*+ax+a, | polynomické a racionaln
L, . ax+b _ax+ .
linearni lomena = =227 % racionalni
cx+d bx+b,
mocninna s firozenym L L
p y y=x",n>0 y=Xx" polynomické a racionaln
exponentem
mocninna s celym 1 T
. . y y=X" n<0 y=— racionalni
zapornym exponenten X"
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Pedagogicka poznamkaUkazuji po chvilce studetin prvniradek, aby i lepSi predstavu
0 tom, co se po nich chce.

Polynomické funkce maji zsay vyznam:
* Maji definicni oborR = nemusime se starat o podminky.



* Nejsou petrzené a nemaiji ostré rohy (velka vyhoda ve fygicekoumani jejich
zmen).

» Jejich hodnoty se snadno s&isju;ji.

* S jejich pomoci mizeme vyjatovat ostatni funkce (takzvany Tayierrozvoj).

Tayloruav rozvoj je fada polynomickych funkci se &$ujicim seladem, ktera se &t8ujici se
piesnosti aproximuje hodnoty jiné funkce v okdijiakého bodu.

Priklad: aproximace funkce sinxv okoli bodu 0.
y=sinx, y, =X
ey
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y=sinx, y, =X y—x—)i3 y_x_x_3+x_5 y_X_X_3+X_5_ X
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Z obrazk je dol¥e videt, jak je graf funkcey =sinx ¢im dal Iépe aproximovan pomoci
vyssiho Taylorova polynomu.

Grafy slozigjSich racionalnich nebo polynomickych funkci nedade nakreslit obeén
pomoci dosavadnich metod. ¥kterych gipadech je mozné tvar funkcélgizné odhadnout.

Pedagogicka poznamkaNasledujici piklad studenti az na vyjimky samostatmevyesi.
Resime ho tedy spaieé na tabuli s tim, Ze se snazim jim davat co nejSérei,
aby se trhli a pokkmvali dal sami. Jinak u obou nasledujici¢ikiada studenim
piipominam, Ze jde o relatigrmarané ulohy, které f@sahuji ramec toho, by se
méli povinné nalfit.
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PF. 4:  Nakresli giblizny tvar grafu funkcey =

3

x? -1

Do obrazku nakreslime grafy funkgi= x’ a y = x* —=1. Hodnoty grafu funkcey =

budeme ziskavatstenim hodnot funkciy = x* a y = x> —1.



* Funkcey= 2X 1 nebude mit Zadnou hodnotu pxa=1 a x =-1 (dlili bychom
' X [a—

. nulou).
-+ Pro velkéx je mozné&islo 1 ve jmenovateli zlomku zanedbatiélizné plati
| 3 3
y= 2X 1ix—2 =x = funkce se bude chovat poda@hako funkcey = x.
X —

~« Pokud utujeme hodnoty pra vétsi ale blizka 1, dime &islo wtsi nez Isislem&im
. dal vice se blizicim &> ziskdme takim dal \&tSi hodnotyy.

' = Pomoci dvou fedchozich tivah ziskame hodnoty funkce i pfo(-o;-1).

s+ Prox=0 ziskame hodnoty = 0.

i Kdyz zwtSujeme hodnotu postupg od nuly k jednice, dlime kladn&islo, které se
' zwétSuje od 0 k 1, zapornystislem, které se 2tSuje od —1 k nule=> vysledkem

: déleni jsou zapornéisla se vaistajici absolutni hodnotou.

. » Kdyz zmenSujeme hodnokpostupg od nuly k -1, dlime zaporn&islo, které se

' zmensuje od 0 k -1, zapornyitslem, které se 2¢Suje od —1 k nule> vysledkem

| déleni jsou z¥tSujici se kladndisla.
Prlbllzny tvar grafu i grai vSech zmignych funkci je vidt na obrazku.
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Vysledek ntizeme o¥iit pomoci péitace: LY, =X =1,y =0, Y, :ZX—:L .
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Pedagogicka pozndmkaOpst spiSe bonbonek pro zajemce, kdyzZ jim na koncirhozbude
¢as.
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Pr. 5: Nakresli fiblizny tvar grafu funkcey = 2x

-1
5 , . . 2 2%°
. Do obrazku nakreslime grafy funkei a y=x —1. Hodnoty grafu funkcey =—; 1
| X =
budeme ziskavatstenim hodnot funkci ay=x-1.
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- » Funkcey=—; 1 nebude mit Zadnou hodnotu pxa=1 (cklili bychom nulou).
: X =
'+ Pro velkéx je mozné&islo 1 ve jmenovateli zlomku zanedbatiilizné plati
o2 2xk 2

=— 1:—3 =— = funkce se bude chovat poda@ljako funkcey=Z = prox
X = X* X X

blizice se nekorau se budou hodnotyiplizovat nule, stejatak prox blizici se

minus nekon&u.

~« Uréujeme tvar grafu v intervaIuD(l;oo). Pro hodnoty blizké 1&time cisla W&tSi nez
dve ¢isly, ktera se blizi nule> ziskdvame velmi velka kladi#sla. Prox blizici se
k jednice se kivka bude blizit k plus nekogiru, pro velk&isla se funkce chova jako

funkce y -2 = hodnoty se bliZi nule.
X

* Prox=0 délime Oc¢islem —2= ziskame hodnoty =0.
-+ Uréujeme tvar grafu v intervaluJ(0;1) . Vychazime z bod{i0;0], postups dglime

¢im dal wtsi kladn&isla,¢im dal mensimi zapornyndisly = ziskané hodnoty se
: postupr blizi k —co .
'+ Uréujeme tvar grafu v intervale 0 (~e0;0) . Vychazime z bod{i0; 0], cklime kladné
| hodnoty zeleného grafu, zapornymi hodnotami modeghesSechny hodnoty v tomto



intervalu budou zaporné. Zelené hodnoty se&ath z\&tSuji rychleji nez klesaji
modré—=> zpaiatku se bude absolutni hodnota vysiedi€tSovat (graf se vzdaluje od
0SyX), postupi se z&nou modré hodnoty zmensovat rychleji, funkce smeahovat

jako funkcey -2 a z&ne se opt blizit k osex.
X

PFiinZny tvar grafu i grai vSech zmianych funkci je vidt na obrazku.
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Vysledek nfizeme owit pomoci péitace: y, = x> -1, v, = 2x°, y, =
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